
W naszych artykulach zwykle punktem
wyjscia jest doswiadczenie. Dzis wybralem
eksperyment grupy Francuzów, którego
wyniki opublikowano w sierpniu 1981 r.
Pisze o nim na koncu, poniewaz chcialem
Panstwa przygotowac do docenienia tych
kilku zdan, jakie napisali w standardowym
streszczeniu, które umieszcza sie na
poczatku kazdej naukowej publikacji. Otóz
Alain Aspect, Philippe Grangier i Gerard
Roger pisza:
"Nasze wyniki sa w doskonalej (excellent)

zgodzie z przewidywaniami mechaniki
kwantowej, silnie naruszaja uogólniona
nierównosc Bella i wykluczaja cala klase
realistycznych lokalnych teorii".
Co z tego wynika? Mechanika
kwantowa swieci sukcesy. Zgadza
sie z doswiadczeniem. Jest
niedeterministyczna, nie jest lokalna,
nie uznaje niezaleznej rzeczywistosci
fizycznej w oderwaniu od pomiaru.
I to wszystko wzbudza w nas sprzeciw
jako przeczace zdrowemu rozsadkowi.
Niewatpliwie wiele jeszcze pracy
trzeba wlozyc, aby wlasciwie zrozumiec
i zinterpretowac mechanike kwantowa. Jest
ona wspanialym narzedziem, które dziala,
ale nie do konca wiemy, co to znaczy. Ale
to dobrze, tak jest ciekawiej. Naruszone
sa zasady zdrowego rozsadku? Nie szkodzi
- kierujmy sie jednak nim dalej. Claude
Bernard mawial:
"Wielka sztuka jest zmieniac swoje
poglady i idee w miare postepu nauki",
a Henry David Thoreau stwierdzal:
"Prawdziwa wiedza polega na zdawaniu
sobie sprawy z tego, co wiemy, ze wie.my
i z tego, co nie wiemy, ze nie wiemy"
A od siebie dodam, ze my jeszcze duzo nie
wiemy, ale to, co wiemy, jest pasjonujace.

Powierzchnia ocean6w - jeszcze wieksza.

Williams oblicza, ze gdyby krople wody

stanowiace powierzchnie oceanów ulozyc w slup,
to bylby on bardzo wysoki.

Rzeki plynq do swych ujsc i posiadajq

malownicze brzegi. Najdluzsze rzeki: Nil

(historyczna egipska rzeka), Wolga (w Rosji)

i kilka innych. Reinhardt oblicza, ze gdyby

z wszystkich rzek zrobic jednq, bylaby ona wielka.

Antoni Slonimski i Julian Tuwim, W oparach
absurdu.

Miedzy innymi wynalazl on plyn do wywabiania

przykrych wspomnien, banknoty z poziomq

6semka, wyobrazajqca nieskonczenie wielka sume

pieniedzy, trzy sposoby kolorowania mgly na

mile dla oka kolory, a takze specjalny proszek,

kt6rym mozna posypywac chmury i odciskac je

w odpowiednich formach, dzieki czemu uzyskujq

trwale, solidne ksztalty.

Stanislaw Lem, Dzienniki gwiazdowe ljana

Tichego; Podr6z dwunasta.
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Dwuglos O nieskonczonosci

Czy istnieje najwieksza liczba, to jest wieksza od wszystkich innych?
Odpowiedz na to pytanie jest negatywna. Szczególnie latwo te
odpowiedz uzasadnic poslugujac sie systemem pozycyjnym, do którego
jestesmy przyzwyczajeni "od zawsze". Dopisujac zero na koncu napisu
przedstawiajacego liczbe calkowita mnozymy ja przez 10, a zera mozemy
dopisywac w "nieskonczonosc".

Od poczatku historii ludzkosc borykala sie z problemami nieskonczonosci.
Bardzo szybko zaczeto odrózniac nieskonczonosc, jaka reprezentuje
nieskonczony proces (np. o takiej nieskonczonosci jest mowa

w poprzednim akapicie, albo w dzieciecym a ia zawsze o ieden wieceJ),

od nieskonczonosci, jako ilosci jakichs obiektów (np. liczba punktów
prostej). Latwiej sie zreszta godzono na istnienie tej pierwszej.

Poczatkowo sadzono, ze nieskonczonosci nie mozna policzyc. Pózniej
zlagodzono ten warunek - mozna przeciez liczyc liczby naturalne, gdyz
wiemy, jaka z nich ma byc wymieniona po kazdej z nich, jako kolejna.
Niemniej jednak poglad, ze nieskonczonosc mozna zobaczyc gdzies
w przyrodzie, jest bledny, choc nadal w swiadomosci spolecznej pokutuje.
Mówi sie wtedy o ziarnkach piasku na pustyni, kroplach wody w oceanie
czy gwiazdach na firmamencie. Porównania te biora sie stad, ze realnie
czlowiek istotnie nie moze policzyc ani kropel w oceanie, ani ziarenek
piasku na pustyni. Nie wystarczy mu po prostu czasu.

A czy naprawde nieskonczonosc jest potrzebna w praktyce? Jak duze
liczby naturalne maja sie do przyrody? Korzystajac z notacji wykladniczej
jest bardzo latwo napisac naprawde duza liczbe, na przyklad 10100•

W systemie dziesietnym jest to jedynka ze stoma zerami. Zobaczmy,
jak ta liczba ma sie do przyrodniczych wyobrazen nieskonczonosci,
o których mówilismy powyzej. Niech kropla wody ma srednice 2 mm,
to znaczy jej objetosc wynosi okolo 4 mm3• Objetosc wody w oceanach
szacuje sie na 1370 mln km3, a wiec to "tylko" okolo 3· 1026 kropli. Dla
matematyka przyzwyczajonego do nieskonczonosci to nieduza liczba,
chociaz to trójka z dwudziestoma szescioma zerami. Mozemy spróbowac
wyrazic objetosc wód oceanicznych przez liczbe molekul wody. Jedna
kropla wody to okolo 2 . 10-4 mola wody, a wiec zawiera w przyblizeniu
2 . 1019 molekul. Stad otrzymujemy 6· 1045 molekul wody w oceanach.
Ciagle malo w porównaniu z 10100• Powierzchnia Ziemi mierzona w mm 2

to znowu "zaledwie" 5.1020• Obliczajac objetosc Wszechswiata w mm3

tez nie przekroczymy 10100 (a w angstremach szesciennych?). Ale takie
rachunki nie maja zadnego znaczenia fizycznego. Tak duzych ilosci
rzeczy na swiecie nie ma i liczba 10100 przekracza wszystko, co mozna
policzyc i zmierzyc. Napotykamy tu róznice miedzy fizyka i matematyka.
Dla matematyka jest to taka sama liczba jak 5 czy 28, to znaczy jedna
z nieskonczonego zbioru liczb skonczonych. Realnosc czy nierealnosc
fizyczna pojec nie interesuje dzisiejszego matematyka. Porusza sie on
w swiecie abstrakcji, w którym poprawnosc rozumowania i niesprzecznosc
teorii sa wazniejsze niz ich odniesienia do rzeczywistosci.

Pojecie nieskonczonosci uzyskalo w matematyce swój precyzyjny sens.
Ta pierwsza nieskonczonosc - nieskonczenie dlugo trwajacy proces - ma
swój symbol: 00, cos w rodzaju polozonej ósemki wprowadzonej do
matematyki w 1655 roku przez angielskiego matematyka Johna Wallisa.
Nazywa sie ja nieskonczonoscia potencjalna.

Tych innych nieskonczonosci jest (nieskonczenie zreszta) wiele i tez maja
one (tym razem bogato rozbudowany) system oznaczen.

Z praktycznego natomiast punktu widzenia liczba 10100 to nieskonczonosc.

I ten, kto mysli o niej jak o nieskonczonosci, ma, w gruncie rzeczy, dobra
intuicje·

Jan KALINOWSKI



Na sasiedniej stronie mozna przeczytac art ykul Jana
Kalinowskiego. Czytelnikowi trudno zapewne byloby nie
zgodzic sie z przedstawionym w owym tekscie pogladem,
ze z fizycznego czy moze raczej zdroworozsadkowego
punktu widzenia zbedne sa liczby wieksze niz 10100.
Istotnie, gdy liczymy ziarnka piasku w hipotetycznej
sferze Archimedesa (o promieniu równym odleglosci
Ziemi od widzialnych gwiazd), albo wszystkie molekuly
wody w oceanach, albo liczbe lat potrzebnych do starcia
na proch kamienia o rozmiarach 1 km3, zbudowanego
z materialu milion razy twardszego od diamentu, poprzez
pocieranie go reka raz na milion lat, albo nawet liczbe
wszystkich atomów we Wszechswiecie, to rzeczywiscie
w wyniku dostajemy liczby mniejsze (i to dosc wyraznie)
od 10100•

Wybraznia ludzka potrafi jednak byc zawodna. Nie
wykorzystujac wcale tak rozbudowanych srodków
opisu, jak ogromne odcinki czasu, supertwarde glazy,
czy wszystkie atomy Wszechswiata, mozemy w bardzo
codziennych sytuacjach napotkac liczby znacznie wieksze
niz 10100. Odwolajmy sie na poczatek do prostej
kombinatoryki i spytajmy, na ile sposobów mozna
usadzic 80 pasazerów w jednym wagonie kolejowym

drugiej klasy (który, jak wie kazdy, kto choc troche
w czasie wakacji podrózuje, ma 10 przedzialów po 8
miejsc). Odpowiedz zna kazdy uczen: sposobów jest
80! = 1 ·2· 80. Ta liczba jest w przyblizeniu równa

okolo 7,1569 X 10118 i wyraznie przekracza owa fizyczna
bariere 10100.

Do obliczenia przyblizonej wartosci silni wygodnie jest uzyc
wzoru Stirlinga:

n! ~ (;) n y21rn .

Zapytajmy teraz o inna prosta kwestie: na ile sposobów
mozna wybrac 1000 mieszkanców milionowego miasta
i nastepnie rozmiescic ich na tysiacu ponumerowanych
miejsc w ekspresie wyruszajacym, na przyklad, z Warszawy
do Zakopanego. Znów, odpowiedz zna kazdy uczen
ogólniaka. Wszystkich sposobów jest

(1000000) ,1000 OOO!
·1000.= ---

1000 999000! '

czyli mniej wiecej

6,0673297 ... X 105999 •

W ukladzie dziesiatkowym do zapisania tej liczby potrzeba
okraglych szesciu tysiecy cyfr.

Pomyslmy teraz o kasynie w Las Vegas i wyobrazmy sobie,
ze raz do roku pojawia sie tam gracz, który ma w kieszeni
100 dolarów i chcialby je stawiac (po jednym dolarze) na
czerwone lub czarne do momentu, gdy uda mu sie uciulac
milion dolarów, ,albo do momentu, gdy przegra wszystko.

Ruletka w Las Vegas ma 38 p6l: po 18 czarnych i czerwonych
oraz 2 zielone. Gdy stawiamy na czarne lub czerwone,

to w przypadku wygranej odzyskujemy podwoj on", stawke,
a w przeciwnym razie tracimy stawke. Prawdopodobienstwo

18 l
wygranej w pojedynczej grze jest r6wne 38 < 2'

Student trzeciego roku matematyki, który zetknal sie
z zadaniem o ruinie gracza oraz umie obliczyc wartosc
oczekiwana zmiennej losowej o rozkladzie geometrycznym,
powinien bez wiekszego klopotu stwierdzic, ze srednio
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rzecz biorac trzeba poczekac nieco dluzej niz 1023000lat,
zanim jeden z takich graczy opusci kasyno z milionem
dolarów w kieszeni (dla porównania: wiek Wszechswiata
to okolo 18 X 109 lat). Swoja droga, do policzenia owego
sredniego czasu oczekiwania na wzbogacenie sie jednego
z graczy trzeba jedynie znac wzór na prawdopodobienstwo
calkowite i umiec sumowac skonczone i nieskonczone

ciagi geometryczne - moze wiec Czytelnicy zechcieliby
samodzielnie sprawdzic powyzszy wynik?

A gdy wkroczy sie w czysto juz matematyczny swiat
stalych wystepujacych w rozmaitych nierównosciach
czy dajmy na to, w teorii liczb, to spotkac mozna tam
prawdziwe liczby-potwory. O jednej z nich chce tu
opowiedziec.

Otóz, dokladnie 150 lat temu Catalan postawil
hipoteze, ze wsród wszystkich poteg liczb naturalnych
(o wykladnikach 2, 3, 4, ... ) jedyne dwie kolejne liczby
naturalne to 8 = 23 oraz 9 = 32. Mówiac inaczej, wedle
Catalana równanie

(*) xn_ym=l, x,y,n,mEN, m,n;:::2

nie ma innych rozwiazan niz x = m = 3, Y = n = 2.

Swoje przypuszczenie Catalan sformulowal w liscie do Crelle'a,
wydawcy slynnego Journal fur die reine und angeUlandte

Mathematik. Ów list zostal opublikowany w 29 tomie tego
czasopisma w 1844 roku.

Hipoteza ta do dzis stanowi otwarty problem teorii liczb.

Ogromny krok na drodze do jego rozwiazania uczynil
w polowie lat siedemdziesiatych naszego wieku holenderski
matematyk Robert Tijdeman, który wykazal, ze jesli

liczby x, y, m, n stanowia rozwiazanie równania (*),
to najwieksza z nich nie przekracza pewnej, jak sie ladnie
mówi, efektywnie obliczalnej stalej e. Wkrótce potem
pojawily sie rozmaite szacowania wielkosci owej stalej.
W 1976 roku M. Langevin obliczyl, ze

e ~exp(exp(exp(exp(730)))).

Gdy zechce sie napisac, ile cyfr ma liczba cyfr prawej
strony tej nierównosci, to trzeba wypisac liczbe, która
bedzie miec duzo wiecej niz 10100 cyfr. Sytuacja nieco sie

poprawi, gdy ustalimy wykladniki m, n ;:::3. Jak R. Baker
wyprowadzil z twierdzenia Thue, Siegela i Rotha, czwórka
liczb m, n, x, y spelniajacych równanie (*) musi tez
spelniac warunek

max(x,y) ~

< . ( {(5 )10 10m3} {(5 )10 10,,3})
_ mm expexp n m , expexp m n .

Z praktycznego punktu widzenia wszystkie te oszacowania
sa calkowicie bezuzyteczne. Gdyby bowiem ktos chcial
zaprzac wykonujacy miliard zmiennoprzecinkowych
operacji w ciagu sekundy komputer CRAY do sprawdzenia,
czy w zbiorze e4 wszystkich czwórek liczb naturalnych
z przedzialu [1,ej nie ma przypadkiem wyjatków od
hipotezy Catalana, to musialby dysponowac czasem, przy
którym wiek Wszechswiata wydaje sie byc nieporównanie
krótszy niz mrugniecie oka.

Zamiast wiec tracic czas na zapisywanie papieru duzymi
liczbami, lepiej od razu zabrac sie do dowodzenia

hipotezy Catalana - geniuszom moze na to (przypadkiem)
wystarczyc ludzkiego zycia. Pawel STRZELECKI


