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Czolówka ligi zadaniowej
Klub 44 M

po uwzglednieniu ocen rozwiazan

zadan 271 (WT=2,41) i 272 (WT=2,50)

z numeru 12/1993
Ja.n Kra.szewski - Legnica. 4.(,75
Toma.sz Kulpa. - Katowice 4.3,85
Mirosla.w Ma.tIQga. - Skocz6w 40,30
Pa.wel Liza.k - Pula.wy 38,64.
Krzysztof Jedzirliak - Ka.towicc 36,64

Pan Kraszewski: nowa twarz w

Klubie 44. Witamy!

Czolówka ligi zadaniowej
Klub 44 F

po uwzglednieniu ocen rozwiazan

zadan 171 (WT=I,60) i 172 (WT=3,67)

z numeru 1/1994
Toma.sz Wietecha. - Ta.rnów 37,09
Andrzej Nowogrodzki - Chocia.n6w 35,48
Andrzej Borowski - Aleksandrów K. 32,85
Aleksa.nder Surma. - Mys'7.k6w 18,56

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydzialu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Skrót regulaminu
Kazdy moze nadsylac rozwiazania zadan z numeru n w terminie do konca miesiaca
n + 3. Szkice rozwiazan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylac rozwiazania
czterech, trzech, dwóch lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robic
co miesiac lub z dowolnymi przerwami. Rozwiazania zadari z matematyki i z fizyki nalezy
przesylac w oddzielnych kopertach, umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub
Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali od O do l z dokladnoscia do 0,1. Ocene mnozymy
przez wspólczynnik trudnosci danego zadania: WT = 4 - 3S/N, gdzie S oznacza sume
ocen za rozwiazania tego zadania, a N - liczbe os6b, kt6re nadeslaly rozwiazanie chocby
jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F) - i tyle punktów otrzymuje
nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktów, w dowolnym czasie i w którejkolwiek z dwóch
konkurencji IM lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka punktów jest zaliczana
do ponownego udzialu. Trzykrotne czlonkostwo -- to tytul Weterana.
Szczególowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/1994.

Termin nadsylania rozwiazan: 31 XII 1994

Zadania z fizyki nr 183, 184

Redaguje Jerzy B. BROJAN

183. Dr Crimeon Falsegrant, skazany za defraudacje neutrin slonecznych na 10100 lat
wiezienia, krecil sie w kólko po celi.

- Jakos musze sie stad wydostac! - powtarzal. - Z pewnoscia istnieje mozliwosc!
Na poczatek zastosowac przeksztalcenie konforemne w H-wymiarowej przestrzeni

spinorowej ... albo lepiej nie, mozna nie powrócic juz na os rzeczywista ... A gdyby tak
spróbowac przejscia tunelowego? Ta sciana nie wyglada na bardzo gruba, chyba nie
wiecej niz metr ... Trzeba tak rozepchnac czasteczki sciany, aby przeszly miedzy nimi
czasteczki mojego ciala, powinno wystarczyc jakies 20 eV na atom. To jest szansa!

Ocenic orientacyjnie szanse dr. Falsegranta.

Wskaz6wka: W mechanice kwantowej prawdopodobienstwo przejscia tunelowego
czastki o masie m przez bariere potencjalu o szerokosci d wyraza sie wzorem

-21Cd

p ~ e ,

gdzie K: = V2mEth, 1i= h/27r, h - stala Plancka, E - deficyt energii.

184. Wieksza ilosc rteci nalano na plaska pozioma powierzchnie nie "zwilzana" przez
rtec (np. szklana). Obliczyc grubosc warstwy rteci.

Dane: gestosc rteci (}= 13,6 g/cm3, napiecie powierzchniowe (T = 0,54 N/m.

Itozwiazania zadan z fizyki z tlll " •• rll ;,/1994 i z numeru 6/1994

Przypominamy tresc zadan:

174. Planetoida o masie rn = 50 ton 7,najduje sie w odleglosci r = 100 tys. km od srodb
Ziemi i leci Z predkoscia v = 3 kmls pod katem o: = 10° do kierunku Ziemi. Czy planetoida
minie Ziemie, czy rozbije sie o jej powierzchnie? Czy porusza sie po torze eliptycznym,
parabolicznym czy hiperbolicznym? Promien Ziemi jest równy 6370 km.

179. Masa helikoptera wynosi rn = 900 kg, a promien wirnika r = 4 m. Obliczyc rnirnmnln,\
moc silnika potrzebna do tego, aby helikopter wznosil sie do góry z predkoscia v ::-; 3 m/s.
Gestosc powietrza jest równa e = 1,29 kg/ma

180. W przewodzacej powloce kulistej o zewnetrznym promieniu R jest dziurka w ksztelc,,·
kola o promieniu r znacznie mniejszym od R. Jesli naladowac powloke pewnym ladunkIem
elektrycznym, to jaka czesc tego ladunku bedzie rozlozona na wewnetrznej stronie?
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RozVJiazanie zadania M 716.

We7.111Y (lowolll(' trz.y lliewsp6l1illiowe

puukty Al. A3. A3 i Ojf.uaci'',lllY

J(A,) = A;. i = 1. 2. 3. Wobec
zada.nia. M 714 istuif'jc il.OIIletria. a

tkollkrC'tllie: z.lozeui<' kilku

syrnctrii osiowych) prjf,eksztalcajaca

t.r6jk,\l A;A~A~ na tn\jk'\t A1A2A3.

Za.t.Cll1 przeks7.tak('uie f g lIla trzy nic

l(':i,~\c('na jf'cll1ej prostej punkty stale

A~. A;. A; jest wi<;c iucntyc7,nosci lo

W sz('zeg"6Iuos,i dla. dowoluC'go Y

mamy Jrl(Y) = Y. Chllac?aj'lc
g(Y) = X otr7,yulujclny tC7.<; zaua.uia.

Ro?wa',my tera" punkt Po = (1,0)
i ohr6t <I> wzg-lr.df'11l poc7.:\tku ukladu

o k,\t fi· rr. Figura {Po, Pl. P2, },
gd?i(' P,+l = <I>(P,.), i = 0,1.2 .
Ina. h~ Wla.:HlOS(:' ~,C kai,dy jej puukt

po przeksztalceniu ~ jest nadal jej

pllnkt('IU, nit' 111a.IFl.toHliast punktu,

kt~)r<'go <: brai'.f'IH hylby punkt Po.

Pomilliecie pola odleglych ladunków
q' i q" w porównaniu z polem
bliskich ladunków q jest uzasadnione,
gdyz wszystkie te ladunki sa,
podobnej wielko§ci (rzedu Qr2 / n2).

Otrzymane wyniki beda, sluszne tylko
w pierwszym rzedzie wzgledem malego
parametru r2 / R2.

174. Zadanie sprowadza sie do wykorzystania dwóch stalych ruchu:
.. 1 2 GMm ..

energu E = -mv - --- I momentu pedu K = mvrsma. Iloczyn GM we wzorze
2 r

na energie mozna zastapic wyrazeniem gR; (gdzie Rz - promien Ziemi), którego
wartosc wynosi 3,98.1014 m3s-2. Najprosciej jest ustalic rodzaj krzywej (elipsa,

parabola czy hiperbola), gdyz zalezy to od znaku energii. W naszym przypadku
E RJ m( 4,5 - 3,98) . 106 J /kg = m· 0,52 . 106 J /kg i widzimy, ze tor jest hiperbola. Aby
odpowiedziec na pierwsze pytanie, nalezy obliczyc odleglosc rp perygeum od srodka Ziemi.
Poniewaz w perygeum kierunek ruchu jest prostopadly do promienia wodzacego, wiec

K
K = mvprp. Podstawiajac vp = -- do wyrazenia na energie otrzymujemy równanie

mrp

kwadratowe pozwalajace wyznaczyc wielkosc l/rp. Rozwiazaniem jest

Podstawienie danych liczbowych daje w wyniku rp = 3394 km, zatem planetoida rozbije sie
o powierzchnie Ziemi (rp < Rz). Masa planetoidy - jak widac z rachunków - nie ma zadnego
znaczenia.

179. Rozpatrzmy uklad odniesienia zwiazany z helikopterem: wtedy powietrze w duzej
odleglosci od niego porusza sie z predkoscia v w dól, natomiast predkosc strumienia powietrza
przechodzacego przez krag wirnika oznaczmy przez v'. Jesli w czasie dt wirnik rozpedza mase

powietrza dm od predkosci v do v', to moc silnika jest równa P = ~dm (v'2 - v2), a sila
2 dt

. dm (' ) .•• dm ..• dm I (' 2Ciagu F = -- v - v . Wlelkosc -- nalezy obhczyc ze wzoru -- = Sev gdZie S = 1rr~ ~ ~
- pole powierzchni wirnika), a dalej znajdujemy

v' = ~ (v + Vv2 + 4\Ó) ,

p = ~F(Vl +v) = ~F (3V+ ..Jv2 +4\Ó) "
F

gdzie przez \Ó oznaczylismy wielkosc -. Przyrównujac F do ciezaru helikoptera mg
8e

i podstawiajac dane obliczamy P RJ 74 kW. Ten sam wynik otrzymuje sie w ukladzie
zwiazanym z Ziemia, w którym energia zostaje zuzyta na rozpedzanie strumienia powietrza
od predkosci zero do v' - v oraz na podnoszenie helikoptera. Oczywiscie, w rzeczywistosci

potrzebna moc jest wieksza ze wzgledu na rózne straty (np. "zbedny" ruch wirowy powietrza).

180. Oznaczmy ladunek powloki przez Q i przyjmijmy jego dodatni znak dla ustalenia uwagi.
Z zasady superpozycji pól wynika, ze pole powloki otrzymamy dodajac nastepujace pola:

1) Pole kuli bez dziury, naladowanej tym samym ladunkiem Q równomiernie rozlozonym na jej
powierzchni.

2) Pole "cienkiej klapki na dziurze", tzn. brakujacej czesci powloki, naladowanej ujemnym
ladunkiem q o wartosci takiej, aby laczny ladunek w dziurze byl równy zeru:

1rr2 r2

q = -Q 41rR2 = -Q 4R2 .

3) Pole ladunków polozonych na wewnetrznej stronie powloki (oznaczmy ich laczna wartosc
przez q'),

4) Pole "nadwyzki" ladunków na zewnetrznej stronie powloki, tzn. róznicy miedzy
rzeczywistym nie równomiernym rozkladem ladunków na kuli z dziura a rozkladem

wprowadzonym w punkcie 1). Oznaczmy laczna wartosc "nadwyzki" jako q".

Rysunek ilustruje sume pól opisanych w punktach 2),3) i 4). Calkowity ladunek ukladu zródel
musi byc równy rzeczywistemu calkowitemu ladunkowi Q (wynika to z prawa Gaussa). Zatem

'" r2
q + q = -'01 = Q - .

4R2

Aby znalezc wartosc q', zbadajmy dokladniej pole w samym otworze, tuz pod wyimaginowana

"klapka" (ód wewnatrz). Pole 1) jest tu równe zeru, a z pozostalych przewaza pole 2), jako
pochodzace od najblizej polozonych zródel. Poniewaz mala "klapke" mozna w przyblizeniu
uznac za plaskie kólko, wiec polowa linii pola wplywa do "klapki" z jednej, a polowa z drugiej
strony. Linie pola wplywajace do "klapki" od strony wnetrza kuli musza zaczynac sie na
ladunkach q', czyli, zgodnie z prawem Gaussa

I q r2

q = -2' = Q 8R2 .

Autor pierwotnie rozpatrywal zadanie nieco inne: znalezc natezenie pola elektrycznego
w srodku kuli z dziurka, naladowanej ladunkiem Q. Problem wydaje sie trudny - moze jednak
ktos z Czytelników go "zlamie"?
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(dla n ~ 2).

dla x E (-1;1)

Zadania z matematyki nr 285, 286
285. W przestrzeni danych jest 10 punktów, z których zadne
cztery nie leza na jednej plaszczyznie. Laczymy pewne pary
punktów odcinkami tak, aby kazde dwa sposród rozwazanych
punktów laczyla dokladnie jedna linia lamana utworzona
z narysowanych odcinków. Ile jest róznych ukladów odcinków
spelniajacych ten warunek? (Dla przykladu, gdyby zamiast
zbioru 10 punktów rozwazac zbiór 3 punktów, wówczas
istnialyby trzy uklady odcinków o analogicznej wlasnosci.)

RozwiAzania zadan z matematyki z numeru 5/1994
Przypominamy tresc zadan:
281. MauIY Sl.CS(~ kOluórek !>c.Llui<;('i lH)l1Hll1('l'l)WallY( II ud 1 d" u;

w kazdej komórce znajduje siG (w chwili poczatkowej) liczba O.

Rzucamy kostka; j<>sli wypadnie i oczek, 7.wi<:kszarny o 1
zawartosc i-tej komórki. Czynnosc t~ powtarzamy do momentu,
gdy wc wszystkich komórkach pojawia, siG liczby jednakowej
parzystosci.

281. W kazdym kroku (tj. po kazdym rzucie kostka) laczna
zawartosc wszystkich komórek zmienia parzystosc. Zatem
konfiguracja konczaca moze pojawic sie tylko po parzystej
liczbie kroków. Oznaczmy przez Pn prawdopodobienstwo
tego, ze pojawi sie ona po 2n krokach. Oczywiscie, Pl = 1/6
(w drugim rzucie musi wypasc to samo, co w pierwszym).

Przyjmijmy oznaczenia: B - stan poczatkowy, E - stan
koncowy, C - kazdy inny stan mozliwy do uzyskania w parzystej
liczbie kroków. Przypuscmy, ze stan E nastepuje po 2n krokach,
n ~ 2. Ewolucje ukladu mozna wiec przedstawic tak:

B -+ C -+ C -+ C -+ ... -+ C -+ E,
•••. ...,. J

n - 2 strzalek

gdzie kazda strzalka symbolizuje dwa kroki. Przejscie B -+ C

odbywa sie z prawdopodobienstwem 1- Pl = 5/6.

W kazdym stanie C mamy w czterech komórkach liczby
parzyste, a w dwóch komórkach liczby nieparzyste - lub
odwrotnie. Przejscie C -+ E nastepuje dokladnie wtedy,
gdy w dwóch kolejnych krokach zostana uzyskane numery
tych wlasnie dwóch komórek, które sa "w mniejszosci".
Prawdopodobienstwo tego, ze tak sie stanie, wynosi
(1/3) . (1/6) = 1/18. Wobec tego przejscie C -+ C nastepuje
z prawdopodobienstwem 17/18. Prawdopodobienstwo ewolucji
przedstawionej na powyzszym diagramie (oznaczone wczesniej
przez pn) równa sie wiec

_ ~ . (17) n-2 . ~Pn - 6 18 18
Stad

~pn=PI+~pn=~+_5_~(17)m =1~ ~ 6 6·18 ~ 18
n=1 n=2 m=O

(suma szeregu geometrycznego). Daje to uzasadnienie tezy (a).

Aby wykonac (b), skorzystamy ze wzoru

L nxn-l = (1 - x)-2
n=1

(który mozna otrzymac na przyklad rózniczkujac
00

stronami równosc L: xn = (1- xl-l). Rozwazana
n=O

zmienna losowa (liczba rzutów) przyjmuje wartosc 2n
z prawdopodobienstwem Pn, a zatem jej wartosc oczekiwana
wynosi

00 00 1 5 00 (17)n-2~2nPn=2Pl+ ~2nPn= -+2'--~n -~ ~ 3 6·18~ 18
n=1 n=2 n=2

1 5 00 (17)n-1 1 5 (00 (17)n-l )=3+3'17~n 18 =3+3.17 ~n 18 -1 =

1 5 (( 1 ) -2 )= 3 + 3. 17 18 - 1 = 32.
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Redaguje Marcin E. KUCZMA

286. Dla kazdej rzeczywistej wartosci parametru t wyznaczyc
wszystkie trójki liczb rzeczywistych (X,II, z) spelniajace uklad
równan

{ (x2 - IIZ)(X + t) + (112 - ZX)(II + t) + (z2 - XII)(Z + t) = O(t+2)(X+II+Z) = l.

Zadanie 286 zostalo opracowane na podstawie propozycji
zgloszonej przez pana Krzysztofa Zapiska z Warszawy.

(a) Wykar.a.t, ze 1'. pl'awdop()(lobiellstwcru l'ÓWUYUljcduo:ki
konfiguracja kOI1CZ(\Ca. pojawi sie w pewnym ITlomcncic.
(b) Obliczyc wartosc oczekiwana liOl.by rzutów.

282. Wewna,tn c7.woroscianu ABCD znajduje sie punkt r . .Jego
odleglosci od wierzcholków A, B, C, D równe sa odpowiednio
RA" Rn, Re, RD' a od scian BCD, ACD, ADD, ADr;
- odpowiednio r A, r D l re l r D· DowieS:c, 7.C

256rA,rnrCrD ::::;(RA, + rA,)(Rn + rn)(Rc + rc)(RD + rD)'

Kiedy zachodzi równosc?

282. Oznaczmy przez Sx pole sciany lezacej naprzeciwko
wierzcholka X, przez Vx - objetosc ostroslupa, którego
podstawa jest ta sciana, a wierzcholkiem punkt P, wreszcie
przez hx - wysokosc czworoscianu ABCD opuszczona
z wierzcholka X na te sciane (X moze oznaczac dowolna z liter
A, B, C, D). Objetosc V czworoscianu ABCD wyraza sie
nastepujacymi wwrami:

V = ih.ASA = ihBSB = iheSe = ihvSv

oraz

V=VA+VB+Ve+Vv, gdzie Vx=irxSx dlaXE{A,B,C, D}.

Zauwazajac, ze Rx + rx ~ hx dla X E {A,B,C,D} oraz
stosujac nierównosc miedzy srednia arytmetyczna i srednia
geometryczna wnosimy, ze

(RA + rA)(RB + rB)(Re + re)(RD + rD) ~ hAhnhehD =

(3V)4 34(VA + VB + Ve + VD)4-----=---------->
SASBSeSD SASBSeSD -

34·44,VAVBVeVD
> -------- = 256r ArBrerv .
- SASBSeSD

Aby zachodzila równosc, musza byc jednoczesnie spelnione
warunki:

(1) RA+rA=hA, RB+rB=hB, Re + rc=hc, RV+rD=hD

oraz

(2) VA = VB = Vc = VD .

Uklad równosci (1) oznacza, ze punkt P lezy na kazdej
wysokosci czworoscianu ABCD, a uklad równosci (2) oznacza,
ze punkt P jest srodkiem ciezkosci tego czworoscianu.
Przypuscmy, ze te warunki sa spelnione.

Prosta AP przecina wówczas sciane BCD w punkcie G,
który jest jednoczesnie spodkiem wysokosci hA oraz srodkiem
ciezkosci trójkata BCD. Poniewaz prosta BP zawiera
wysokosc hB, zatem plaszczyzna przechodzaca przez punkty
A, B, G, P jest prostopadla do plaszczyzn BCD i CDA,
wiec i do krawedzi CD. Wobec tego prosta BG zawiera
wysokosc trójkata BCD. A skoro zawiera ona równiez
srodkowa tego trójkata, otrzymujemy wniosek, ze jest to trójkat
równoramienny: IBCI = IBDI. Analogicznie mozna wykazac,
ze kazde dwie krawedzie czworoscianu ABCD maja równe
dlugosci.

A

D

c
Stad wynika, ze udowodniona nierównosc staje sie równoscia
tylko dla czworoscianu foremnego.


