
Klub 44 Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydzialu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

!=44

Skrót regulaminu
Kazdy moze nadsylac rozwiazania zadan z numeru n w terminie do konca miesiaca n + 3. Szkice
rozwiazan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylac rozwiazania czterech, trzech, dwóch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robic co miesiac lub z dowolnymi
przerwami. Rozwiazania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesylac w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali od O do
1 z dokladnoscia do 0,1. Ocene mnozymy przez wspólczynnik trudnosci danego zadania: l-llT = <1
35/ N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwiazania tego zadania, a N - liczbe osób, które nadeslaly
rozwiazanie chocby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F) - i tyle
punktów otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktów, w dowolnym czasie i w którejkolwiek
z dwóch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka punktów jest zaliczana
do ponownego udzialu. Trzykrotne czlonkostwo - to tytul Weterana.
Szczególowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/1995.
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Termin nadsylania rozwiazan: 30 VI 1995

Zadania z matematyki nr 297, 298

Redaguje Marcin E. KUCZMA

297. Czy istnieje permutacja (Xl, X2, ... , X250) zbioru {l, 2, ... , 250} o tej wlasnosci,
ze dla kazdego k E {l, 2, ... , 249} suma Xl + ... + Xk dzieli sie przez Xk+l?

298. Dowiesc, ze dla wszystkich liczb aj '.' .. ,an, bl, ... ,bn z przeclzialu (-1; l;
zachodzi nierównosc

n I n n Ii;lai - bil ~ gai - gbi .

Zadanie 298 zaproponowal pan Henryk Pawlowski z Torunia.

Rozwiazania zadan z matematyki z numeru 11/1994
Przypominamy tresc zadan:

289. W pewnej grupie ludzi zadna para osób znajacych sie
wzajemnie nie ma zadnego wspólnego znajomego, natomiast
kazda para osób nie znajacych sie wzajemnie ma dokladnie dwóch
wspólnych znajomych. Dowiesc, ze kazda osoba w tej grupie ma tyle
samo znajomych.

290. Dany jest ciag liczb dodatnich (an). Okreslamy ciag (bn)

b (1 + an ) n W k .' . (b)' . b .
wzorem n = --- . y azac, ze ciag n nIe moze yc

an-l

zbiezny do granicy mniejszej od e.

289. Niech NI bedzie osoba majaca maksymalna liczbe znajomych (oznaczmy te liczbe
przez m) i niech N bedzie jednym sposród tych znajomych, dowolnie wybranyrn; pozostalych
nazwijmy Pl, ... ,Pm-l. Dla kazdego numeru i (1 :::;i :::;m-I), w mysl warunku zadania,
N i Pi nie znaja sie wzajemnie, a wiec maja dokladnie jednego znajomego Qi róznego od /\11.

Przypuscmy, ze dla pewnych numerów i, j (1:::; i < j :::;m-I) symbole Qi, Qj oznaczaja
te sama osobe Q. Wówczas N, Pi, Pj sa wspólnymi znajomymi osób M i Q - wbrew
warunkowi zadania. Wobec tego N ma m róznych znajomych: M, Ql, ... ,Qm-l; ma ich zatem
dokladnie m (wobec maksymalnosci m).

Tak wiec kazdy znajomy pana (pani?) NI zna m osób. Wezmy teraz pod uwage dowolna
osobe R, nie znajaca NI. Istnieje wówczas osoba N (a nawet dwie takie osoby), bedaca
wspólnym znajomym NI oraz R. Juz wiemy, ze takze N ma m znajomych. Mozna wiec
powtórzyc rozumowanie: role M przejmuje N, a role N przejmuje R. Wniosek: równiez R ma
m znajomych. Wobec dowolnosci wyboru R kOliczy to dowód.

290. Oznaczajac Xn = anfn mamy

bn =
( 1+ nXn ) n

== Cnen l
(n - I)Xn-l

gdzie

_ (l + nxn) n
en -

nXn-l (n )nen == -- ----t e .
n-l

dla n>no.
nn

l/n
Xn == en Xn-l

Przypuscmy, wbrew tezie zadania, ze limbn < e. Wówczas limcn < 1, a wiec dla wszystkich n

wiekszych od pewnego numeru no zachodzi nierównosc Cn < l. Wobec tego
1 1

< Xn-l -

dla n>no.Xn < Xno ( 1 1 l)--+--+ ...+
no + 1 no + 2 n

A skoro wszystkie liczby Xn sa dodatnie, uzyskana nierównosc nie da sie pogodzic

z rozbieznoscia szeregu harmonicznego I::(lfn). Sprzecznosc dowodzi tezy zadania.

Stad przez indukcje



'O! Zadania z fizyki nr 195, 196

Redaguje Jerzy B. BROJAN

195. Tylne kola trójkolowego rowerka dziecinnego sa osadzone na wspólnej osi, wiec
gdy rowerek skreca, co najmniej jedno z nich musi sie slizgac po podlozu. Jaka sila F'

trzeba dzialac na taki rowerek, aby ruszyl z miejsca (rys. 1)?

d d

Dane: Wzajemna odleglosc tylnych kól 2d; odleglosc osi kierownicy (przyjmijmy dla
uproszczenia, ze jest pionowa) od tylnej osi l; szukana sila jest skierowana wzdluz
tego odcinka, a srodek masy znajduje sie w jego polowie; kat skrecenia przedniego
kola 0'; masa rowerka m; jednakowy wspólczynnik tarcia statycznego i kinetycznego
kól o podloze {t.

Rys. l 196. Objasnic, dlaczego zwykla zarówka oswietleniowa nie nadaje sie do
wykorzystania w rzutnikach i reflektorach. Dlaczego zarówki do rzutników sa
zasilane nizszym napieciem niz zarówki oswietleniowe tej samej mocy?

Rozwiazania zadalI z fizyki z numeru 11/1994

Przypominamy tresc zadan

Czolówka ligi zadaniowej
Klub 44 F

po uwzglednieniu ocen rozwiazan
zadaI1 181 (WT=2,50) i 182 (WT=3,78)

z numeru 8/1994
Tomasz Wietecha - Tarnów 40,49
Andrzej Nowogrodzki - Chocianów 39,12
Andrzej Borowski - Aleksa.ndrÓw K.38,48

Aleksander Surma - Myszków 23,99
Dariusz Wilk - Rzeszó\v 20,18
Przemyslaw Gadzillski - Sroda Sl<}ska 13,45
Artur Ga"vryszcz.:i.k - Oubeczno 13,05
Przemyslaw Gwarys - Czestochowa 12,44

187. VVjednostce objetosci powietrza znajdowalo sie nA jonów A +, 11D jonów B+, nx

jonów X- i ny jonów Y-. Jesli wspólczynniki rekombinacji sa jednakowe dla kazdej pary jonów,
to ile przybylo po dlugim czasie czasteczek AX, ile - czasteczek AY, ile BX, a ile BY?

Wskazówka: Liczba par jonów ulegajacych rekombinacji w jednostce czasu jest proporcjonalna
do iloczynu koncentracji jonów dodatnich i ujemnych danego rodzaju, a stala proporcjonalnosci
nazywa sie wspólczynnikiem rekombinacji.

188. Precyzyjny woltomierz wielozakresowy dolaczono do dwóch punktów A i B pewnego
obwodu liniowego. Gdy woltomierz byl nastawiony na zakres 10 V, wskazywal 8,92 V, a gdy
przestawiono go na zakres 30 V, jego wskazanie wzroslo do 9,04 V. Jakie napiecie wystepowalo
miedzy A i B przed dolaczeniem woltomierza?

187. Zaleznosc liczby jonów A+ od czasu opisuje równanie rózniczkowe

dnA d(lnnA)
-- = -anAnX - anAny albo ---- = -a(nx + ny),

dt dt

gdzie a jest uniwersalnym (zgodnie z zalozeniem) wspólczynnikiem rekombinacji. Prawa
strona drugiego równania jest jednakowa dla jonów A + i B+, skad nietrudno wyciagnac
wniosek, ze stosunek liczby tych jonów pozostaje stale taki, jak na poczatku. W podobny
sposób dowodzi sie stalosci ilorazu nx lny. Oznaczmy liczbe powstalych czasteczek AX

przez nAX; z równan

nBY =
nx + ny

w mianownikach

dnAY = anAny
dt

dnAX

----;:u- = anAnX

wynika, ze nAX = nx = const. Tak samo
nAY ny

nBX = nx = const. oraz nAX = nA = const. Zalózmy dalej, ze np. jonów ujemnych
nBY ny nBX nB
bylo wiecej; wtedy wszystkie jony dodatnie ulegly rekombinacji, czyli nA = nAX + nAY,

nB = nBX + nBY (wielkosci po lewej stronie odnosza sie tu do stanu poczatkowego,
a wielkosci po prawej - do koncowego). Otrzymujemy wynik

nAnX nAny nBnX
nAX = , nAY = , nBX = ---- ,

nx + ny nx + ny nx + ny

Jesli na poczatku wiecej bylo jonów dodatnich, to wyrazenie nx + ny

nalezy zastapic przez nA + nB'

Rys. 2
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188. Posluzmy sie twierdzeniem Thevenina, zgodnie z którym "z punktu widzenia
woltomierza" obwód mozna zastapic zródlem napiecia o sile elektromotorycznej [ (jej
wyznaczenie jest celem zadania) z dolaczonym szeregowo opornikiem R (rys. 2).
Woltomierz o oporze wewnetrznym Rw wskazuje wiec napiecie

'"

U= --'"'--Rw.
R+Rw

Zwiekszenie zakresu woltomierza nastepuje dzieki szeregowemu dolaczeniu opornika, tak
ze opór woltomierza wzrasta, a prad plynacy przez niego przy maksymalnym wychyleniu
wskazówki pozostaje bez zmiany. Zatem przy zakresie 30 V opór wewnetrzny byl
trzykrotnie wiekszy niz przy zakresie 10 V. Z ukladu równan

[ [
Ul == ----Rw , U2 == -----3Rw

R+Rw R+3Rw
znajdujemy

[= 3-1
3--1

U2 - U,

::::J 9,10 V.
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