
nieznacznie zaburzono upakowanie ziaren,

wówczas szczególy widma 17(v) ulegly
zasadniczym zmianom, jak to pokazuje

rysunek Sb.

Problem Borsuka o Podziale

rozstrzygniety
Danuta KOLODZIEJCZYK

W 1992 roku srodowisko matematyczne obiegla sensacyjna

wiadomosc, ze po 60 latach zostal rozstrzygniety negatywnie przez

Jeffa Kahna z USA i Gila Kalaia z Izraela slynny Problem Borsuka

o Podziale:

Czy kazdy ograniczony podzbiór przestrzeni euklidesowej

n-wymiarowej mozna podzielic na n + 1 czesci, z których kazda ma

srednice mniejsza niz wyjsciowy zbiór?

-:~~~,,~
-4 ~ 10 15O

v

b

25

Profesor Karol Borsuk (1905-1982) byl jednym z najwybitniejszych matematyków

polskich okresu przed i powojennego, twórca nowych galezi topologii (teorii retraktów,
teorii ksztaltu, teorii grup kohomotopii). Jego idee oraz bogactwo i glebokosc

problemów, które stawial, stanowia inspiracje do badan w Polsce i za granica od wielu
lat.

Wyjasnijmy blizej pojecia wystepujace w sformulowaniu tego

pytania.

Srednica zbioru nazywamy kres górny odleglosci par punktów

nalezacych do zbioru. I tak, kolo o promieniu 1/2 ma srednice 1,

trójkat równoboczny o boku 1 ma srednice 1, natomiast kwadrat

o boku 1 ma srednice h.
Przestrzenie euklidesowe wymiaru 1, 2 i 3 to prosta, plaszczyzna

i przestrzen, w której zyjemy. Punkty na prostej mozna opisac przy

uzyciu jednej liczby (os liczbowa), a na plaszczyznie i w przestrzeni

za pomoca dwóch i trzech liczb, czyli w 2- i 3-wymiarowych

ukladach wspólrzednych. To podsunelo pomysl, by zdefiniowac

n-wymiarowa przestrzen euklidesowa, oznaczana tez przez Rn.

Punkty tej przestrzeni opisujemy za pomoca ukladów n liczb

(Xl, X2, ... , xn), czyli w n-wymiarowym ukladzie wspólrzednych.

W przestrzeni Rn odleglosc miedzy punktami a = (al, a2,' .. , an)

i b = (b1, b2, ... , bn) oblicza sie analogicznie jak w przestrzeni dwu

i trójwymiarowej:

p(a, b) = v(a1 - bI)2 + (a2 - b2)2 + ... + (an - bn)2.

Podobnie, jak w nizszych wymiarach, mozna tez zdefiniowac wiele

pojec geometrycznych. Na przyklad sfera sn-1(x, r) o srodku X

i promieniu r to zbiór punktów w Rn, których odleglosc od

punktu X jest równa r. Sfera sn-1(x, r) ma, oczywiscie, srednice 2r.

Indeks n-l w oznaczeniu sfery bierze sie stad, ze ma ona o jeden wymiar mniej mz

przestrzen - widac to dobrze na plaszczyznie (okrag) i w przestrzeni trójwymiarowej.

Rozwazmy czworoscian foremny o krawedzi 1. Jego srednica

jest równa 1. Zauwazmy, ze nie mozna go rozbic na trzy czesci

o srednicach mniejszych od 1 (dwa wierzcholki musialyby nalezec do

jednej z nich). Mozna jednak, co jest widoczne, rozbic go na cztery

takie czesci.

Istnieje n-wymiarowy odpowiednik czworoscianu - tzw. n-wymiarowy

sympleks (dla n = 2 jest to po prostu trójkat). Definiujemy go

jako uwypuklenie zbioru n + 1 punktów przestrzeni, które nie leza

w zadnej wspólnej przestrzeni nizszego wymiaru. Podobnie jak

czworoscian, kazdy n-wymiarowy sympleks "foremny" o krawedzi

1 da sie rozbic na n + 1 czesci o mniejszych srednicach, ale na

n czesci juz nie. Okazuje sie, ze tak samo jest ze sferami i kulami

w przestrzeni n-wymiarowej.

Uwypuklenie zbioru B to najmniejszy zbiór wypukly, który zawiera B.
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Rys. 5

Cecha wspólna pozostaje chaotyczny

charakter obserwowanych zaleznosci 17(V).

Pomimo to w tym doswiadczeniu

nie mozemy, jak poprzednio, mówic

o szumie, który stwierdzamy wówczas,

gdy obserwacje z róznych chwil róznia

sie, chociaz warunki eksperymentu nie

ulegaja zmianie. Tym razem bez watpienia

zostala zarejestrowana odpowiedz ukladu

na widmo As(v) zródla, charakterystyczna

dla konkretnego przestrzennego rozlozenia
wszystkich ziaren w naczyniu. Mozna ja

sprawdzic powtarzajac eksperyment w tych

samych warunkach. (W doswiadczeniu
wykluczono mozliwosc obserwowania

rezonansowych wzbudzen od naczynia.)
Trudno byloby wyjasnic zaobserwowane

zjawisko przyjmujac jednorodne rozlozenie

ziaren w próbce. Natomiast dla sieci

ciasno upakowanych ziaren mozna sobie

wyobrazic, ze w przestrzeni miedzy

detektorem a zródlem znajdzie sie na

pewno wiele rozgalezien sieci o coraz

drobniejszych odnogach, którymi

przenoszony jest sygnal. Nieregularne

zmiany zaleznosci transmisji 17( v) od
czestosci moga byc wywolane interferencja

tych sygnalów czastkowych.

Zachowanie sie dzwieku w ukladach

skladajacych sie z ziaren pokazuje, ze sa

to uklady niejednorodne, których wlasnosci

zaleza wyraznie od tego, w jakim miejscu

próbki je badamy. Dla ukladów sypkich

nie obowiazuje proporcjonalnosc miedzy

wielkoscia wprowadzonego do ukladu

zaburzenia a efektem, który ono wywoluje,

nawet wówczas, gdy zaburzenie jest

bardzo male. Sa to uklady nieliniowe,

co ilustruja opisane doswiadczenia.

Wydaje sie intrygujace pytanie, jakie

bedzie zachowanie ukladu sypkiego, gdy

poddamy go dzialaniu drgan o duzej
amplitudzie, znacznie wiekszej niz

stosowane dotychczas.

[1] Chu-heng Liu i S.R. Nagel, Physical

Review Letters, vol. 68, No 15, 2301 (1992).



W przypadku "zwyklej" sfery

dwuwymiarowej w przestrzeni

trójwymiarowej Twierdzenie

o Antypodach mozna obrazowo

sformulowac jak nastepuje:

Jesli sfere pomalujemy trzema kolorami,

to pewne dwa punkty lezace po

przeciwnych stronach srodka zostana

zamalowane tym samym kolol-em.

Istotnie, pomalowanie sfery na trzy kolory

odpowiada rozbiciu jej na trzy czesci.

Rys. l

A

Rys. 2

Rys. 3

To, ze sfery sn nie mozna podzielic na n czesci o mniejszej srednicy, nie jest

juz jednak tak proste. Dokladniej, ten fakt jest trescia slynnego Twierdzenia

Borsuka o Antypodach, które mówi, ze:

Jesli sfere (n - l)-wymiarowa rozbijemy na n czesci, to co najmniej jedna z nich

zawiera pare punktów antypodycznych (tj. punktów symetrycznych wzgledem

srodka sfery, inaczej mówiac: dwóch konców tej samej srednicy).

Nietrudno wykazac, ze o ile sfera w Rn nie da sie rozbic na n czesci o mniejszej

srednicy, to mozna ja latwo rozbic na n + l takich czesci (w przypadku

okregu i sfery 2-wymiarowej, patrz rys. l przedstawiajacy rozbicie kola i kuli).

W 1933 roku, publikujac Twierdzenie o Antypodach, Karol Borsuk wysunaL

przypuszczenie, znane odtad jako hipoteza Borsuka o Podziale, ze dowolny,

ograniczony podzbiór przestrzeni Rn ma równiez te wlasnosc. Zauwazmy (patrz

zadanie M 741), ze wystarczy zajac sie przypadkiem figur wypuklych.

Pytanie, czy hipoteza ta jest prawdziwa, okazalo sie bardzo trudne. Mimo

ze problem prostota sformulowania i nazwiskiem autora przyciagaL wielu

matematyków, przez dlugi czas pojawialy sie jedynie czesciowe rezultaty.

Pozytywna odpowiedz dla n = 2 zostala od razu podana przez Borsuka, ale

na taki sam wynik dla n = 3 trzeba bylo czekac przeszlo 20 lat. Opublikowal

go H.G. Eggleston w 1955 roku. Warto wspomniec, ze podobne rozwiazanie

oglosil polski matematyk J. Perkal na posiedzeniu Polskiego Towarzystwa

Matematycznego juz w 1947 roku, ale nie zlozyl go do druku. W 1957 roku

znacznie prostszy dowód prawdziwosci hipotezy dla n = 3 podali niezaleznie

B. Griinbaum iA. Heppes.

Metoda podzialu pokryw uniwersalnych, tj. figur, w których mozna umiescic

dowolny podzbiór Rn o srednicy l (na plaszczyznie sa nimi np. szesciokat

foremny o boku -13/3 i kwadrat o boku l), stosowana z dobrym skutkiem
w wymiarach niskich, raczej nie dawala nadziei na rozstrzygniecie problemu

w calej ogólnosci. Wydaje sie jednak, iz powszechnie wierzono, ze hipoteza

jest prawdziwa, a od czasu do czasu (podobnie jak w przypadku Wielkiego

Twierdzenia Fermata) ktos utrzymywal, ze potrafi ja udowodnic. Ale

proponowane, a czasem nawet publikowane dowody okazywaly sie falszywe.

W wymiarach wyzszych od trzech znane wiec byly tylko pewne szczególne klasy

figur, dla których udalo sie wykazac prawdziwosc hipotezy.

N a uwage zasluguje tu przede wszystkim dowód H. Hadwigera (1945) dla bryl

wypuklych o gladkim brzegu (nie bedziemy precyzowac, co to znaczy gladki

brzeg, odwolujac sie do intuicji: kula i elipsoida maja gladki brzeg, natomiast

wieloscian nie ma gladkiego brzegu, jest "kanciasty").

Pojawily sie równiez drobne wzmocnienia tego wyniku dla pewnych zbiorów

o niegladkim brzegu (1952, Anderson-Klee i inne), a A.S. Rissling udowodnil,
ze hipoteza jest prawdziwa dla bryl wypuklych majacych srodek symetrii.

Autorka niniejszego artykulu wykazala to samo dla bryl wypuklych o srednicy l

w przestrzeni Rn, które zawieraja (n - l)-wymiarowy sympleks foremny

o krawedzi 1.

W przypadku wymiaru 2 tym sympleksem jest po prostu odcinek o dlugosci l,

a dowód powyzszego faktu daje nam wówczas jeden z dowodów (byc moze
naj prostszy) hipotezy Borsuka dla n = 2.

Wezmy mianowicie dowolny odcinek o dlugosci l, którego konce leza na brzegu

danej figury F o srednicy 1. Konce te oznaczmy przez A i B. Latwo spostrzec,

ze F musi sie zawierac w czesci wspólnej dwóch kól o promieniach l i srodkach

w A i B (patrz rys. 2). Odleglosc punktów G i D jest wieksza niz l, wiec

jeden z nich, powiedzmy G, na pewno nie nalezy do F. Jesli wiec narysujemy

odpowiednio male kólko wokól punktu G, to musi ono takze byc rozlaczne

z F. Wobec tego figura F jest zawarta w takiej "wygryzionej soczewce" jak na

rysunku 3. Przesuwajac teraz odrobine punkty A i B po brzegu tej "soczewki"

w kierunku punktu D otrzymamy punkty Al i BI oraz rozbicie soczewki na trzy

czesci, z których kazda ma srednice mniejsza niz l (patrz rys. 3).

Znany rezultat H. W. E. Junga z 1901 roku mówi, ze:

J( azda bryle o srednicy l wRn mozna zawrzec w pewnej kuli o promieniu

r ::; ro = .Jn/(2n + 2) (czyli kula o promieniu ro jest pokrywa uniwersalna

w Rn). Co wiecej, jesli dla danej bryly najmniejsze takie r jest równe dokladnie

.Jn/(2n + 2), to zawiera ona wierzcholki pewnego n-wymiarowego sympleksu
o krawedzi 1.
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W zwiazku z klasyczna hipoteza

Borsuka o Podziale powstalo tez wiele

innych, otwartych dotad problemów

o podobnie prostych sformulowaniach.

Zainteresowanym polecamy przegladowy

artykul D. Grunbauma "Borsuk's problem

and related questions", Proc. Bym!,os.

Pure !\I/ath., v. 7 (Convexity), Providence

(USA), 1963, 271- 284.

Zestawiajac ten fakt z tym, co powiedzielismy nieco wyzej, dorzucamy do

wspomnianych juz wyników troche przewrotne stwierdzenie, ze:

J( azda bryle wypukla o srednicy 1 wRn, która nie miesci sie w zadnej kuli

n-wymiarowej o promieniu mniejszym od vn/(2n + 2) mozna podzielic na n + 1

czesci o mniejszej srednicy.

Nietrudno wykazac, ze dla udowodnienia (lub obalenia) hipotezy Borsuka

wystarcza rozwazac zamiast calego zbioru o srednicy 1 tylko punkty, które sa

koncami odcinków o dlugosci l zawartych w tym zbiorze.

Ale nawet "naj prostszy" przypadek zbiorów zlozonych ze skonczonej liczby

punktów lub równowaznie - wieloscianów sprawial trudnosci, wydawaloby sie,

nie do pokonania. Az do roku 1992 ...

W roku 1992 Jeff Kahn i Gil Kalai obalili nieoczekiwanie hipoteze Borsuka

wykazujac, ze istnieje zbiór, a nawet wieloscian bardzo duzego wymiaru n
(a wiec równiez pewien skonczony zbiór punktów w przestrzeni euklidesowej tego

wymiaru), którego nie mozna podzielic na n + 1 czesci o mniejszej srednicy.

Wykorzystujac kombinatoryczne lematy Frankla i Wilsona oraz Larmana,

o skonczonych konfiguracjach punktów w Rn, udowodnili oni, ze

jesli n = 4p", gdzie p jest liczba pierwsza, a a E N, to najmniejsza liczba czesci

o srednicy mniejszej od 1, na jaka mozna rozlozyc kazdy zbiór o srednicy 1 wRn,

jest nie mniejsza niz (1,1)vn.

Dla odpowiednio duzych n liczba (1,1)v'n jest znacznie wieksza od n + 1 (patrz

tez zadanie M 742).

Mozliwosc zastosowania metod kombinatorycznych do badan nad tym

problemem zostala po raz pierwszy zasugerowana prawdopodobnie przez

P. Erdosa, który uzyl ich do prostych dowodów hipotezy Borsuka dla

skonczonych zbiorów punktów w wymiarach 2 i 3. Jego podejscie wydawalo sie

jednak zbyt trudne do przeniesienia na wymiary wyzsze.

Warto wspomniec, ze dwaj autorzy zaskakujaco elementarnego, choc technicznie

dosc skomplikowanego, rozwiazania nie nalezeli do grona stalych amatorów

hipotezy, nie byli nawet przedstawicielami tych dyscyplin matematyki, z którymi

byla ona zwykle wiazana (geometria i topologia). O problemie dowiedzieli sie
przypadkiem.

Entuzjastom hipotezy Borsuka o Podziale pozostalo wiec do rozstrzygniecia,

w jakim wymiarze przestaje ona byc prawdziwa, w szczególnosci: jak wyglada

sytuacja w najnizszym nie zbadanym dotad wymiarze 4.

Rozwiazanie zadania M 741. Warunki tezy zadania spelnia

np. zbiór n bedacy uwypukleniem A. Zauwazmy najpierw,

ze srednica cliam n zbIoru B jest równa l. W tym celu niech A,

bedzie suma wszystkich odcinków o koncach w A, A2 - suma

wszystkich odcinków o koncach w A" itd. Ogólnie, niech Ak+l

bedzie suma wszystkich odcinków o koncach w Ak. Latwo wykazac

przez indukcje ze diam Ak = l dla wszystkich k. Poniewaz

Ak C Ak+l' to wynika stad, ze zbiór

kEN

ma srednice l i, oczywiSCie, jest wypukly. Poniewaz B jest

najmniejszym zbiorem wypuklym zawierajacym A, to mamy

A C B C C, a zatem

l = diam A :<::: diam B :<::: diam C = 1 .

Gdyby zbiór B mozna bylo podzielic na n czesci B" ... , Bn

O srednicy mniejszej od l, to zbiot·y A, = B; n A stanowilyby

rozbicie A na n czesci o srednicy mniejszej od 1 - sprzecznosc.

Uwaga: Czytelnik \Vnikliwy zechce sie zastanowic, czy istnieje takie

no, ze dla k > no mamy Ak = Ano, i czy B = C.
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Rozwiazanie zadania M 742. Zgodnie ze wspomnianym

w artykule Problem Borsuka o Podziale rozstrzygniety rezultatem

Kahna i Kalaia wystarczy np. znalezc takie k E N, by dla
n = 4 . 22k miec

Poniewaz v'n = 2k+l E N, to ze wzoru c1WUJnlanowego Newtona

wynika, ze

( l)vn v'n l1+ 10 > ( 5 ) 105 .

Nietrudno zauwazyc, ze dla n ~ 64, gdy v'n - 4 ~ v'n/3 prawa

strona ostatniej nierównosci jest wieksza od liczby

nS/2

16~10s '

która jest wieksza od n 2 dla n > 28 . (5')' . 10'0, a wiec tym

bardziej dla n ~ 28. (128)2 . (24)'0 = 262 Warunki zadania

spelniaja wiec np. wszystkie liczby n postaci 4 . 22k, gdzie k jest

liczba naturalna nie mniejsza od 30.

Uwaga. Mozna sprawdzic, ze (l,l)vn > n + l juz dla

n = 9162« 282.


