
Termin nadsylania rozwiazan:
31 XII 1995

Tomasz Wietecha - Tarnów 42,33
Janusz Olszewski - Suwalki 40,79

Adam Czornik - Bytom 39,26
Toma.sz I<ulpa. - Ka.t.owice 33,34

przemysla.w Gadzinski - Sroda 51. 32,66

Redaguje Marcin E. KUCZMAZadania z matematyki nr 305, 306

305. Wysokosc CD trójka,ta ostroka,tnego ABC ma dlugosc h; punkty O oraz l
sa, srodkami okregów opisanego (o promieniu R) oraz wpisanego (o promieniu T).

Punkt P, lezacy na odcinku C D, ma te wlasnosc, ze prosta wyznaczona przez jego
rzuty na boki AC i BC przechodzi przez punkty O oraz l.
(a) Znalezc zwiazek miedzy liczbami R, T, h.

(b) Wyznaczyc najmniejsza mozliwa wartosc stosunku IC PI : h.

306. Dana jest liczba pierwsza p> 2. Dla k = 1,2, ... ,p - 1 oznaczmy przez TI; reszt.e

z dzielenia liczby kP przez p2. Obliczyc sume T1 + T2 + ... + Tp-1.

Zadanie 306 zaproponowal pan Henryk Pawlowski z Torunia.

Rozwiazania zadan z matematyki z numeru 5/1995

Przypominamy tresc zadan:

301. Wielomian P(x) = Co + C,X + ... + cnXn + Cn+lXn+l jest podzielny przez wielomian
Q(x) = ao + a,x + ... + anxn, przy czym Cn+' = an 7CO. Dowiesc, ze

max( laol, ... , lani) ~ (n + l)max( !col, ... , !cn+ll)·

302. Pieciokat ABCDE jest wpisany w okrag. Na pólprostych AD-, AC-, BC-, BD
odkladamy odpowiednio odcinki AK, AL, BM, BN o dlugosciach lAKI = IAEI, lALI = IADI,
IBMI = IBDI, IBNI = IBEI· Udowodnic, ze czworokat KLM N jest równoleglobokiem wtedy i tylko
wtedy, gdy ICDI = IDEI·

Skrót regulaminu
Kazdy moze nadsylac rozwiazania zadan z numeru n w terminie do konca miesiaca n + 3. Szkice
rozwiazan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylac rozwiazania czterech, trzech, dwóch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), moZna to robic co miesiac lub z dowolnymi
przerwami. Rozwiazania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesylac w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali od O do
1 z dokladnoscia do 0,1. Ocene mnozymy przez wspólczynnik trudnosci danego zadania: WT = 4 

3S/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwiazania tego zadania, a N -liczbe osób, które nadeslaly
rozwiazanie chocby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F) - i tyle
punktów otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktów, w dowolnym czasie i w którejkolwiek
z dwóch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka punktów jest zaliczana

do ponownego udzialu. Trzykrotne czlonkostwo - to tytul Weterana.
Szczególowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/1995.

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydzialu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty
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Czolówka ligi zadaniowej
Klub 44 M

po uwzglednieniu ocen rozwiazan

zadan 291 (WT=1,59) i 292 (WT=2,76)

z numeru 12/1994

Klub 44

®

301. Z warunków zadania wynika, ze

P(x) = (x - a)Q(x)

dla pewnej liczby rzeczywistej a. Przyrównujac wspólczynniki

wielomianów po obu stronach tej równosci dostajemy uklad
równan

Co = - aao

CI = ao - aal

302. Pieciokat jest wpisany w okrag, wiec mamy nastepujace

równosci katów zorientowanych:

L(AE, AD) = L(BE, BD) =: a,

L(AD, AC) = L(BD, BO) =: (3.

W przestrzeni wektorów swobodnych rozwazamy przeksztalcenia

(liniowe):

f = obrót o kat a, g = obrót o kat (3.

Z okreslenia punktów K, L, M, N wynika, ze

Cn-l = an-2 - aan-l
AK=f(AE), AL=g(AD), HM=f(BD), BN=g(BE).

Ponadto mamy równosc

Jesli a f: O, mozemy powyzszy uklad rozwiazywac poczawszy od

pierwszego równania:

ao=-a-l co, al =_a-2 Co_a-l cI, a2=-a-3 co-a-2cI _a-1 C2,

i ogólnie

Ki = AL- AK = g(AD) - f(AE),

MN = BN - HM = g(BE) - f(BD),

Ki + MN = g(AD + BE) - f(AE + BiJ) = g(v) - f(v).

Nastepujace stwierdzenia sa wobec tego kolejno równowazne:

[KLMN jest równoleglobokiem] {==>

{==>[Ki+MNjest wektorem zerowym] {==> [g(v)=f(v)]{==>

{==>[ obrót wektora v o kat a oraz o kat (3

daje w wyniku ten sam wektor] {==>

{==>[a = (3] {==> [LEAD = LDAC] {==> [IEDI = IDCI ].

oznaczmy ten wektor przez v:

jest to wektor niezerowy. Z wypisanych zaleznosci otrzymujemy
zwiazki:

(dla k = l, ... , n).

(dla k=l, ... ,n).

n-k

al; = L aiCI;+l+i
i=O

(2)

l;

al; = - L a-(k+l-i)Ci
i=O

Dane do udowodnienia oszacowanie uzyskujemy natychmiast

z równosci (l), gdy lal::; l, oraz z równosci (2), gdy lal?: 1.

cn

Cn+l = an·

Poczawszy od ostatniego równania, wyznaczamy kolejno:

an = Cn+l, an-l = Cn + aCn+l, an-2 = Cn-l + aCn + a2cn+1'

i ogólnie

(l)
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Zadania z fizyki nr 203, 204

Redaguje Jerzy B. BROJAN

203. "Kot spada zawsze na cztery lapy" - mówi przyslowie. Jeden z modeli

objasniajacych mechanizm obrotu kota w powietrzu jest nastepujacy: Przedstawmy

cialo kota w postaci dwóch jednorodnych i jednakowych walców o promieniu 7'

i wysokosci h osadzonych na niewazkich oskach polaczonych przegubowo (rys. l).

Przyjmijmy, ze poczatkowo uklad walców byl nieruchomy, dalej nastapilo zgiecie

w przegubie o kat 2a, nastepnie walce obrócily sie o jednakowy kat /3 wokól swych

osi (wzgledem ukladu nieinercjalnego), caly zas uklad obrócil sie o kat -y wzgledem osi
poziomej, a po zakonczeniu obrotu oski sie wyprostowaly. O jaki kat obrócily sie walce

wzgledem ukladu inercjalnego? Pominac oddzialywanie z powietrzem ("kot swobodnie

lewitujacy"). Pytanie dodatkowe: o jaki kat i w jakiej plaszczyznie obrócilby sie uklad

walców, gdyby obrót o kat /3 nastapil z przeciwnym zwrotem (rys. 2)?

204. Ocenic orientacyjnie maksymalny ladunek, jakim mozna naladowac kulke

stalowa o srednicy 2 cm, aby nie ulegla ona rozerwaniu pod wplywem odpychania

elektrostatycznego (ewentualnie takze - aby nie oderwala sie od niej warstwa

powierzchniowa) .

Rozwiazania zadan z fizyki z numeru 5/1995

Przypominamy tresc zadan:

199. Miedzy okladki plaskiego kondensatora powietrznego wpuszczono ciecz dielektryczna w ilosci

niewystarczajacej do wypelnienia przestrzeni miedzy okladkami. Jesli kondensator naladujemy,

to czy ciecz utworzy warstwe równolegla do okladek (rys. 3a), czy tez zajmie czesc powierzchni

okladek (rys. 3b)? Nalezy pominac efekty brzegowe, tzn. przyjac, ze rozmiary okladek sa znacznie
wieksze od ich wzajemnej odleglosci, a ponadto pominac efekty sily ciezkosci oraz napiecia

powierzchniowego.

200. Cialo o masie m porusza sie po linii prostej pod wplywem sily wywieranej przez

niewazka sprezyne o stalej sprezystosci k. Punkt zamocowania drugiego kot\ca sprezyny tak sie

obluzowal, ze sprezyna drgajac porusza nim; jego predkosc jest proporcjonalna do sily, a stala

proporcjonalnosci er jest dana. Zakladajac, ze erjest male (obluzowanie jest niewielkie) obliczyc,
po jakim czasie amplituda drgan ciala zmaleje 2 razy w stosunku do amplitudy poczatkowej.

Rys. 3

~
\\\\\\\\\\

199. Niech S bedzie powierzchnia okladek, d ich odlegloscia, a t: stala dielektryczna cieczy.

Wprowadzmy tez oznaczenia grubosci warstw cieczy dl i powietrza d2 na rystmku 3a, a SI

i S2 beda odpowiednimi powierzchniami na rysunku 3b. Kondensator przedstawiony na

rysunku 3a mozna uznac za szeregowe polaczenie kondensatorów powietrznego i cieczowego,

zatem jego pojenmosc jest dana wzorem

Ca=~
(ddt:) + d2

a na rysunku 3b polaczenie jest równolegle, wiec

Cb= t:O(t:S1 +S2)'
d

Uwzgledniajac równosci d = dl + d2, S = SI + S2 oraz Sd S2 = dd d2 (objetosc cieczy jest

taka sama) nietrudno wykazac, ze Ca < Cb' Ciecz ulozy sie tak, aby energia naladowanego

kondensatora byla jak najmniej sza. Te energie nalezy wyznaczac ze wzoru E = Q2/(2C) (a nie

ze wzoru E = CU2/2, gdyz wtedy w bilansie energii trzeba by bylo uwzglednic tez zródlo

napiecia). Prawidlowe polozenie cieczy jest wiec przedstawione na rysunku 3b.

Czolówka ligi zadaniowej
Klub 44 F

po uwzglednieniu ocen rozwiazan

zadan 191 (WT=2,89) i 192 (WT=3,44)

z numeru 1/1995

Zbigniew Galias - Kra.ków 35,22

Artur Gawryszcza.k - Dubeczno 31,44

Aleksander Surma. - Myszków 28,53

Dariusz Wilk - Rzeszów 25.57

przemysla.w Gadzinski - Sroda. S1. 20,38

przemysla.w Gwarys - Czestochowa 17,93

Po rekordowo dlugim (7-letnim') okresie
"uspienia" powrócil do Ligi p. Galias.

Czyzby tak dlugo trwala uraza po
omylkowym pominieciu Pana w czolówce
7 lat temu? Przepraszamy i witamy
w Lidze'

200. Oznaczmy przesuniecie ciala przez x, a przesuniecie drugiego konca sprezyny przez y. Sila

napiecia sprezyny jest równa k(y - x), a ruchem obu konców rzadza równania

d2x Idy
m-=k(y-x)=---.

dt2 et dt

Najszybciej mozna dojsc do wyniku traktujac x i y jako czesci rzeczywiste pewnych wielkosci

zespolonych x' = Ae"'t, y' = Be"'t. Analogiczne rozwiazywanie w liczbach rzeczywistych

jest dosc klopotliwe i prosciej jest skorzystac z faktu, ze et jest male, a wiec w pierwszym

przyblizeniu mozna przyjac et = O, czyli x = A cos(wt), gdzie w = Vk/m. Sila dzialajaca na
zamocowany koniec jest równa kx, a dopuszczajac teraz jego ruch stwierdzamy, ze tracona moc

wynosi Fv = etF2 = erk2x2. Srednia wartosc tej mocy jest równa etk2 A2 /2, a przyrównujac

ja (ze znakiem ruinus) do pochodnej wzgledem czasu z energii E = kA2/2 dochodzimy do
równania

dA = -~etkA
dt 2 '

którego rozwiazaniem jest A(t) = Ao exp( -etkt/2). Spadek amplitudy do polowy wartosci

poczatkowej nastapi po czasie T = 2ln2/(etk).
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