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Mam zegarek analogowy. Zegarek jest typu Pobieda i charakteryzuje
sie tym, ze duza wskazówka jest prawie identycznej wielkosci co mala.

Wielokrotnie patrzac sie na niego mialem watpliwosci, która z nich

pelni jaka role. Nie zawsze jednak. Niekiedy sytuacja byla klarowna.
Na przy klad o godzinie dokladnie piatej nie sposób sie pomylic: naj blizsza

sensowna godzina wskazywana przez wskazówki zamienione rolami

(godzinowa pokazuje minuty, a minutowa - godziny) to dwadziescia piec
po dwunastej, ale wtedy, jezeli przyjmiemy, ze dolna wskazówka ma

wskazywac dokladnie piatke, to górna wskazówka powinna byc prawie

w polowie miedzy dwunasta a pierwsza. Z kolei, na przyklad, tuz przed

w pól do dwunastej mozna sie juz zastanawiac, czy przypadkiem nie

mamy do czynienia z mniej wiecej za dwie i pól minuty szósta.

Ciekawe, ile dokladnie jest takich mylacych ustawien. Problem

sformulujmy tak: dla zegarka analogowego, w którym obie wskazówki sa

nierozróznialne, okreslic, ile razy w ciagu dwunastu godzin nie mozna miec

pewnosci co do pomiaru czasu.

Rozwiazemy ten problem odwolujac sie do ciekawego narzedzia, jakim jest

wzór de Moivre'a ((cos cjJ + i sin cjJ)X = coscjJx + isin cjJx), który znakomicie
opisuje polozenie wskazówek. Umiescmy tarcze zegarka w plaszczyznie

zespolonej tak, zeby poczatek ukladu pokrywal sie z osia zegarka, a konce

wskazówek minutowej i godzinowej lezaly na okregu jednostkowym.

Zalózmy tez, aby byc w zgodzie z "punktem zero", jakim jest godzina

dwunasta oraz z kierunkiem obiegu wskazówek w tradycyjnych zegarkach,
ze os rzeczywista jest skierowana do góry, a os urojona - na prawo.

Dwunasta to w naszym ukladzie godzina jeden.

Niech g oznacza liczbe zespolona z okregu jednostkowego, odpowiadajaca

polozeniu wskazówki godzinowej, m zas - minutowej. Ze wzgledu na

to, ze wskazówka minutowa obiega srodek zegarka dwunastokrotnie

szybciej niz godzinowa, kat, jaki zakresla, jest dwunastokrotnie wiekszy

od godzinowego. Mamy zatem spelnione równanie zegarka
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m=g

gdyz podnoszenie do potegi na kole jednostkowym odpowiada, zgodnie ze

wzorem de Moivre'a, odpowiedniemu zwielokrotnianiu kata.

Wracajac do naszego problemu: sytuacja, w której mamy watpliwosci,

która z identycznych wskazówek pelni która role, odpowiada

jednoczesnemu spelnieniu dwóch równan: m = g12 oraz g = m12.

Podstawiajac pierwsze równanie do drugiego otrzymujemy g = g144,

a po podzieleniu przez g (rózne od zera, jako ze wziete z okregu

jednostkowego) mamy g143 = l. Rozwiazaniami tego równania sa zatem

wszystkie 143 pierwiastki z jednosci, czyli wierzcholki 143-kata foremnego

o jednym wierzcholku w punkcie l (czyli o dwunastej). Oznacza to,

ze co 12/143 godziny mamy do czynienia z sytuacja niepewnosci.

W zasadzie powinnismy odjac jeszcze wszystkie te sytuacje, w których

wskazówki sie pokrywaja (trudno sie wtedy az tak bardzo pomylic!). Ile

jest takich sytuacji? Oczywiscie, 11, co wie kazdy, kto przeczy tal Lilavati,

ale mozemy to tez szybko wyprowadzic za pomoca naszego narzedzia.

Wskazówki sie pokryja, gdy wskazówka godzinowa bedzie w tym samym

polozeniu co minutowa, czyli g = g12, co po podzieleniu przez g daje

gl1 = l, którego to równania rozwiazaniem jest wszystkie 11 odpowiednich

pierwiastków z jednosci.

Ostatecznie zatem sytuacje mylace nastepuja tak naprawde jedynie

143 - 11 = 132 razy w ciagu 12 godzin.

Czasami budzac sie nie wiem, czy patrze na zegarek lezacy na stoliku

nocnym normalnie czy do góry nogami. Zalózmy, ze tym razem

zaopatrzeni jestesmy w zegarek z dobrze rozróznialnymi wskazówkami.

Problemem jest wiec jedynie stwierdzenie na podstawie samego ogladu

tarczy, czy zegarek lezy normalnie, czy jest odwrócony.
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ich przyjmowac bezkrytycznie. Oprócz

przyplywów pochodzacych od Ksiezyca

wystepuja przyplywy zwiazane

z dzialaniem grawitacyjnym Slonca na

Ziemie. Relacje miedzy przyplywami

slonecznymi i ksiezycowymi sa dosc

zlozone, czasem sie wzmacniaja, czasem

oslabiaja. Harold Jeffrey (1891-1989)
wykazal w 1920 r., ze róznica miedzy

obserwowana wielkoscia J.t a wartoscia

otrzymana przez Adamsa moze byc

wyjasniona przez uwzglednienie tarcia

przyplywowego w morzach Ziemi.

Wywolane tym tarciem zwolnienie obrotu

powoduje, wedlug Jeffreya, przyspieszenie

ruchu katowego Ksiezca rówue

w przyblizeniu polowie przyspieszenia

wyznaczonego z obserwacji.

Podejmowane byly równiez próby

uwzglednienia wplywu wzrostu masy

Ziemi na ruch Ksiezyca. W szczególnosci

Iwan Mieszczerski (1859-1935) obliczyl
w 1905 L, ze powolny wzrost masy Ziemi

powoduje przyspieszenie wiekowe w ruchu

Ksiezyca. Efekt ten jest jednak nieznaczny.

Wedlug aktualnych danych na Ziemie
spada 400 ton materii meteorytowej na

dobe, co wywoluje przyspieszenie wiekowe

w ruchu Ksiezyca równe O'; 0001/wiek2.

Pierwsze teorie ruchu ,Ksiezyca.

oparte na przyblizonym rozwiazaniu

zagadnienia trzech cial: Slonca, Ziemi

i Ksiezyca, podali: Alexis Claude

Clairaut (1713-1765), Jean Le Rond

d'Alembert (1717-1783) i Leonharcl
Euler. Rozwinieciem prac d' Alemberta.

i Clairauta byla teoria Laplace'a,

który podal tablice polozeli Ksiezyca

z dokladnoscia do 0',5. W pózniejszych

latach teoria ruchu Ksiezyca byla

udoskonalana przez wielu matematyków

i astronomów. vVspólczesne teorie ruchu

naszego satelity sa rozwinieciem teorii

Delaunaya i George'a Hilla (1838-1914).

Modyfikacja teorii Hilla jest ILE (skrót

od Improved Lunar Ephemeri.s) podana

przez W.J. Eckerta ze wspólpracownikami
w 1954 r. Metoda ta ma charakter

czysto numeryczny i odznacza sie duza

dokladnoscia otrzymanej efemerydy

Ksiezyca. Roz~inieciem analitycznej

metody Delaunaya jest ALE (Analytic

Lunar Ephemeri.s), która uzyskali

A. Deprit, J. Henrard i A. Rom w 1970 L

Teoria ruchu Ksiezyca rozwaza jedynie sily
grawitacyjne, a efekty niegrawitacyjne

uwzgledniane sa za pomoca poprawek

empirycznych.

Od chwili odkrycia przez Halleya

wiekowego przyspieszenia Ksiezyca minelo

300 lat, a wciaz nie potrafimy



Róznica czasu miedzy Bombajem a Londynem wynosi 5 l godziny.

(W Indiach, rozciagajacych sie od 67° do 97° dlugosci wschodniej,

obowiazuje przez caly rok czas poludnika 82°, w przyblizeniu polowiacego

ten wielki kraj.) Niech gL oraz mL oznaczaja polozenia wskazówek

w Londynie, gB i mB zas - w Bombaju. Wykazemy, ze w Bombaju zawsze

po odwróceniu zegarka do góry nogami oraz posunieciu samej wskazówki

godzinowej o dokladnie pól godziny (czyli pomnozeniu jej przez e"i/12)

otrzymamy czas poludnika Greenwich. Aby tak bylo, musza byc spelnione
równania:

Ciekawe, ze znajomy Hindus, Raghu, kiedy rozmawialem z nim o tej

obserwacji, opowiedzial mi, ze w Indiach znany jest sposób szybkiego

obliczania godziny, jaka panuje w danym momencie w stolicy Imperium.

Nalezy mianowicie spojrzec na zegarek do góry nogami i przesunac

wskazówke godzinowa w myslach do najblizszego sensownego polozenia ..

Powiedzmy sobie, klarowal mi Raghu, ze mamy w Bombaju godzine 1025.

Odwracamy zegarek i widzimy, ze minutowa wskazówka pokazuje jakby

"za 5 cos", a godzinowa lezy mniej wiecej w polowie miedzy 4-ta a 5-ta.

Popychamy wiec ja w myslach do przodu i zgadujemy, ze w Londynie jest

za piec piata. Dlaczego do przodu, a nie do tylu? - zapytalem. - Jezeli

jest mniej wiecej tak samo dobrze do przodu, jak do tylu, to popychamy

do przodu - odpowiedzial Raghu i zabralismy sie za sprawdzanie tego
fenomenu.

Obrót o 180 stopni odpowiada na plaszczyznie zespolonej pomnozeniu

liczby przez -1. Jezeli zatem mielibysmy watpliwosci, jak zorientowany

jest zegarek, to powinna byc spelniona para równan

m=g12 oraz _m=(_g)12,

gdyz zarówno na zegarku normalnym, jak i odwróconym chcemy widziec

poprawne ulozenie wskazówek. Ta para równan nie ma jednak rozwiazania

na okregu jednostkowym, zatem tylko jedno z nich moze byc prawdziwe.

Oznacza to, ze majac dostatecznie dobry wzrok nigdy nie popelnimy tego

typu bledu. Radze wszystkim posiadaczom zegarka spojrzec na niego do

góry nogami. Recze, ze nikt nie zobaczy godziny, która jakkolwiek dalaby

sie sensownie zinterpretowac.

Moze powstac watpliwosc co do celowosci

tworzenia tak dokladnej teorii ruchu cial

Ukladu Slonecznego. Czy taka teoria moze

byc wykorzystana? Oczywiscie, rzetelnosc

i precyzja moga byc celem samym

w sobie. Nalezy jednak pamietac, ze dzieki

dokladnej teorii ruchu planet Ukladu

Slonecznego mozliwe bylo stwierdzenie

niewytlumaczalnego przez teorie klasyczna

ruchu peryhelium Merkurego 60 lat przed

sformulowaniem przez Einsteina ogólnej

teorii wzglednosci. Urbain Joseph Leverrier

(1811-1877), wspólodkrywca Neptuna,
12 wrzesnia 1869 r. na posiedzeniu

Akademii Paryskiej przedstawil list Herve

Faye'a (1814-1902) opisujacy wyniki
obserwacji wykonanych przez autora

listu. W liscie zawarta byla informacja

o tajemniczym ruchu peryhelium

Merkurego wynoszacym 38" fwiek.

Leverrier rozwazal mozliwosc istnienia

niezidentyfikowanego ciala pomiedzy

Sloncem i Merkurym. Ruch peryhelium

Merkurego oraz innych cial niebieskich jest
przedmiotem badan od 1850 r. do chwili

obecnej. Wartosc 43" fwiek, otrzymana

przez Simona Newcomba (1835-1909) dla

Merkurego w 1882 L, jest aktualna do

dzisiaj.

odpowiedziec na druga czesc konkursowego

pytania Akademii Paryskiej z 1770 r.

Sytuacja ta jest typowa dla fizyki. Jest

wiele problemów, na które nie potrafimy

udzielic scislej odpowiedzi, mimo ze znamy

prawa rzadzace danym zagadnieniem.

Wynika to z faktu, ze prawa w fizyce

sformulowane sa w jezyku równan

rózniczkowych, które sa konsekwencja

zasady naj mniejszego dzialania. Niestety,

równa11 tych nie umiemy rozwiazac nawet

w wielu prostych sytuacjach fizycznych.

Albert Einstein (1879-1955) ujal ten

problem nastepujaco: Bóg stworzyl swiat

wedlug niecalkowalnych równan.

gL = _gBe"i/12 oraz mL = -mB,

a jednoczesnie musi byc spelnione równanie zegarka dla Bombaju

mB = g11. Sprawdzmy, czy bedzie ono spelnione i dla Londynu.

Korzystajac ze wzoru Eulera, e"i = -l, dostajemy

g12 = (_gBe"i/12)12 = gk2e"i =
12

= -gB = -mB = mL .

Bomba! Zgodzilo sie. Oznacza to, ze postepujac w Bombaju w opisany

sposób, zawsze otrzymamy poprawna godzine, a ze wzgledu na to,

ze wskazówka godzinowa zostala cofnieta w naszym algorytmie dokladnie

o 5l godziny (6 godzin do tylu przy obrocie zegarka i potem l godziny do
przodu), zawsze otrzymamy czas poludnika Greenwich.

Widac stad od razu, jak nalezy postepowac w Londynie, zeby otrzymac czas indyjski.

Szybko rozwiazmy jeszcze pare malych problemów. Po pierwsze, ogladajac zegarek w lustrze zobaczymy zawsze sensowna

godzine (oczywiscie, zakladamy, ze na cyferblacie zadnych cyfr nie ma). Dzieje sie wlasnie tak, gdyz lustrzane odbicie to nic

innego, jak przeksztalcenie symetryczne wzgledem osi rzeczywistej, odpowiadajace operacji sprzezenia liczby zespolonej. A ze

g12 = m wtedy i tylko wtedy, gdy []12= m, wiec równanie zegarka bedzie dzialalo i dla "sprzezonej" tarczy. Radze spojrzec

do lustra, aby sie o tym przekonac.

Dalej, zakladajac, ze wskazówka sekundowa pokrywa sie o godzinie 12 z dwiema pozostalymi, mozemy wywnioskowac, ze taka.

sytuacja nie zdarzy sie ponownie wczesniej niz za 12 godzin. Wystarczy zauwazyc, ze jezeli s oznacza. polozenie wskazówki

sekundowej, to dodatkowo s = m60. Latwo sprawdzic, ze jedynym rozwiazaniem ukla9.u równan g = m = s, m = g12, S = m60

jest g = m = s = 1, czyli godzina dwunasta.

W epoce zegarków cyfrowych warto czasami z sentymentem wrócic do dawnych dobrych czasów, kiedy to czas odmierzal sie

w sposób ciagly. Co prawda, ciaglosc ta cokolwiek byla naciagana, gdyz wiekszosc mechanizmów i tak popychala wskazówki

"kwantami" ruchu, zgodnymi badz to ze spadaniem ziarenek piasku, badz z rytmem wahniec wahadla czy tez sprezynkowego

wlosa, ale dla niedoskonalego oka bylo to znakomita namiastka ciaglosci. A poza tym byly tez mechanizmy (jak chocby

spalanie swiecy czy przelewanie sie wody), które z ciagloscia mialy naprawde wiele wspólnego. Miganie cyferek szatkuje

niepotrzebnie czas.
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