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Anegdoty egzaminacyjne

Ongis pewien matematyk na wykladzie sformulowal
twierdzenie, mówiace o tym, ze dwie wlasnosci sa
równowazne. Udowodnil jedna z implikacji, o drugiej zas
powiedzial: "a w druga strone to jest oczywiste". Studenci,
rzecz jasna, ze zrozumieniem pokiwali glowarni.

Do egzaminu studenci zaczeli sie przygotowywac

(tradycyjnie) dopiero wtedy, gdy zblizala sie sesja. I wówczas
nikomu nie udalo sie nie tylko stwierdzic, dlaczego implikacja
jest oczywista, ale nawet tego, dlaczego jest prawdziwa.

Egzamin byl zas tak blisko, ze nie wypadalo pójsc do
wykladowcy i poprosic go o wyjasnienie. W efekcie nikt
odpowiedniego dowodu nie umial.

Tak sie jednak zdarzylo, ze na egzaminie jeden ze studentów
zostal zapytany o to wlasnie nieszczesne twierdzenie.
Przeprowadzil sprawnie dowód w jedna strone, po czym

(bo cóz mial robic?) rzekl: "a druga implikacja jest
oczywista" .

Profesor gleboko sie zastanowil, myslal przez dluzsza
chwile·· .

- Tak, ma pan racje.

Udowodnijmy trzecie wymienione twierdzenie. Mamy

dany trójkat ABC. Poprowadzmy proste równolegle

do boków trójkatów przechodzace przez przeciwlegle

wierzcholki - powstanie nowy trójkat A' B'C'. Tak otrzymany

rysunek (rys. 3) to cztery przystajace trójkaty (z równoleglosci

prostych wynika równosc odpowiednich kottów w trzech

dorysowanych trójkatach i wyjsciowym; poniewaz trójkaty te

maja parami wspólne boki, to wszystkie cztery trójkaty sa

przystajace). Zakonczmy dowód - wysokosci trójkata ABC

sa, oczywiscie, zawarte w symetralnych odpowiedruch boków

trójkata A' B'C', które to przecinaja sie w jednym punkcie.

Dla drobiazgowych Czytelników propozycja: Ile razy

w powyzszych dowodach uzyto aksjomatu Euklidesa, czy

korzystanie z niego zawsze bylo konieczne?

Rys. 3

srodkowa w trójkacie ADG. Odcinek EF jest równolegly do

podstaw trapezu, dlugosc odcinka EF równa jest polowie

dlugosci odcinka AG, ten zas równy sumie dlugosci AB + DC

(BG = DC jako odpowiednie boki przystajacych trójkatów).

I mamy juz gotowy dowód.
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(2)Dorysowywanie

Dowód twierdzenia o srodku ciezkosci moze wygladac tak.

Narysujmy trójkat ABC i dwie jego srodkowe BD i CG

przecinajace sie w punkcie S (rys. 1). W trójkacie CSB

srodki boków CS i BS oznaczmy E i F. Zauwazmy,

ze w trójkacie ABC odcinek DG jest równolegly do odcinka BC

i równy jego polowie, a w trójkacie CSB odcinek EF jest

tez równolegly do odcinka BC i takze równy polowie jego

dlugosci. Czworokat DEFG jest równoleglobokiem, zatem

przekatne jego przecinaja sie w polowie, co daje nam równosc

odcinków DS i SF. Z konstrukcji rysunku wiemy, ze odcinki SF

i F B sa równe. W ykazalismy podzial odcinka B D punktem S

w stosunku 2 : 1. Analogicznie mozna wykazac podzial

pozostalych par srodkowych. Istnieje tylko jeden punkt dzielacy

odcinek w stosunku 2 : 1, czyli wszystkie srodkowe przecinaja sie

w jednym punkcie.

W poprzednim EPSILONIE byla mowa o tym, jak pomocne

przy rozwiazywaniu zadan z geometrii elementarnej moze byc

dorysowywanie. Metoda ta mozna tez udowodnic rozmaite,

znane twierdzenia geometryczne. Oto trzy przyklady:

- t,·zy s"odkowe trójkqJa przecinaja sie w jednym punkcie; punkt

ten dzieli kazda ze s"odkowych w stosunku 2 : 1;

- odcinek laczacy sTOdki nie"ównoleglych boków trapezu jest

równolegly do podstaw trapezu, jego dlugosc jest s"ednia

arytmetyczna dlugosci podstaw;

- trzy wysokosci trójkata p,·zecinaja sie w jednym punkcie.

Oprócz odpowiednich rysunków konieczna jest tez znajomosc

pewnych twierdzen. Bedziemy korzystac, na przyklad, z takiego

faktu: odcinek laczacy srodki boków trójkata jest równolegly do

trzeciego boku i jego dlugosc jest dwa razy mniejsza od dlugosci

trzeciego boku (nazwijmy go: twierdzenie o linii srodkowej

trójkata).

Dla dowodu twierdzenia o linii srodkowej w trapezie ABCD

(srodki ramion oznaczmy E i F) narysujmy trójkat, którego

dwa wierzcholki to A i D, trzeci to punkt przeciecia

pólprostych AB i DF - oznaczmy go przez G (rys. 2).

Zauwazmy, ze trójkaty DFC oraz FGB sa przystajace (równe

sa odcinki CF i FB, katy DFC, BFG oraz DCF, FBG).

Przystawanie tych trójkatów daje nam równosc boków DF

i FG, skad wynika, ze odcinek EF jest linia
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