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Zbieznos$é rozbieznych

lle wynosi suma 1 —1+1—-14+1—-1+4+...7? Wydaje
si¢, ze takie pytanie moze zadaé tylko ktog, kto nie ma
zielonego pojecia o szeregach. Powszechnie przeciez
wiadomo, ze jest to szereg rozbiezny i jego suma nie
istnieje. Bardziej precyzyjnie, clag sum czastkowych nie

ma granicy, bowiem sumy te sa na przemian réwne 1 lub 0.

My to wiemy, ale czy zawsze tak bylo?

Préby badania sum nieskoriczonych podejmowano juz
w starozytnosci, ma to swoje odbicie w paradoksach
Zenona. Zainteresowanie szeregami wzroslo, gdy zaczal sig¢
rozwija¢ rachunek rézniczkowy i calkowy. Na przelomie
XVII i XVIII wieku oraz w wieku XVIII nzyskano wiele
ciekawych 1 waznych rezultatéw. Matematycy tego okresu
dobrze sobie radzili z szeregami, chociaz pojecie to nie
bylo precyzyjnie okreslone — polegano gléwnie na wyczuciu
i intuicji. Wéréd wielu probleméw spore emocje wzbudzilo
nieskonczone dodawanie na przemian jedynek i minus
jedynek, czyli ile wynosi suma

1-14+1~141-141—-1+4...
Jesli szereg ten zapiszemy w postaci

Pt eI 33 =1 LT
to mamy réwno$¢ S =1 — S, co daje S =1/2.
Rozumowanie to obecnie jest nie do przyjecia. W wieku
XVII i XVIII taki sposéb dowodzenia byl jednak zupelnie
naturalny. Poprawnos¢ ,wyniku” potwierdzaly inne fakty.
Badany szereg mozna uzna¢ za szereg geometryczny
o ilorazie —1, a wiec suma bedzie réwna T_'(l':Tjs czyli
znéw 1/2. Albo inaczej: znane jest rozwiniecie

1

1+ =z
Po wstawieniu za z jedynki mamy jeszcze jedno
potwierdzenie badanej zaleznosci. Tak, miedzy
innymi, rozumowal Guido Grandi na przelomie
XVII i XVIII stulecia. Wnioskowal on réwniez,
ustawiajac odpowiednio nawiasy, ze suma
(1—1)4+(1—=1)4 (1 —1)+... musi by¢ réwna 0. Grandi
nie widzial w tym zadnej sprzecznosci: ,réwnosé” 0 = 1/2
miala uzasadmac¢ fakt, iz Swiat powstal z niczego.

:l—x+r2—x3+x4—“.

Tym problemem zajal si¢ réwniez Leibniz w 1713 roku.
Wypisal on kolejne sumy czastkowe otrzymujac
1,0,1,0,1,.... Leibniz uznal, ze ostateczna suma musi by¢
érednia arytmetyczna czastkowych rezultatéw, czyli bedzie
to 1/2. Rozumowanie Leibniza akceptowali: Jacob, Johann
i Daniel Bernoulli, a nawet Lagrange.

Czytajac te uzasadnienia pewnie nsmiechamy sie

z wyrozumialoscia — nie bylo poprawnej definicji, stad
caly zamet. Nalezy jednak pamietaé, ze zbieznosé szeregu
to sprawa umowna; uméwilidmy sie, ze pewne szeregi
bedziemy nazywaé zbieznymi, inne za$ nie.

Dlaczego tak, a nie inaczej? Bo takie podejécie wydaje
si¢ najlepiej odpowiadaé naszej intuicji. Ale czy zawsze?
Jesli przyjmiemy inne kryterium, to bedziemy mied
inne warunki zbieznoéci, czasem zupeinie odlegle od
wyobrazen. Lecz takie ,dziwne” podejicie moze mieé
bardzo wazne zastosowania praktyczne; intuicja lub
przyzwyczajenia nieraz juz zwodzily i dopiero prakiyka
musiala to weryfikowad.

Moglibyémy, na przyktad, sumowaé szeregi wedlug
nastepujace] zasady.
o0

Dla danego szeregu liczbowego > a, tworzymy szereg

n=>0

o0
potegowy ) anz". Jedli szereg ten jest zbiezny dla
n=0
0 <z <1,ajegosuma f(z) madla x — 17 granice g,
tj. lim f(z) =g, to liczbe g nazywamy uogdlniona
T—1=
suma szeregu wyjséciowego. Przy takiej definicji szereg
1—14+1—1+4+1—...masume uogdlniona 1/2. Tak wigc
intuicja idaca w tym kierunku daje si¢ uzasadni¢ formalnie.

Opisana metoda, nazywana czasem metoda szeregow
potegowych, jest jedna z wielu metod rozszerzenia
pojecia zbieznosci szeregéw. Ciekawe, ze w kazdej z nich
przemienny szereg jedynkowy ma zawsze sume 1/2.

Musimy wiec byé bardzo ostrozni, gdy zechcemy
krytykowa¢ pomysly 1 intuicje naszych poprzednikéw. ..
Zdzislaw POGODA

Prosta przechodzi przez ognisko

Kolo Matematykdéw Studentdw UlJ organizuje konkurs na
cytat miesiaca i cytat roku. Odbywa sie to w ten sposdb,

ze oryginalniejsze stwierdzenia, wypowiedziane przez
wykladowcdw i prowadzacych éwiczenia, sa zapisywane przez
studentéw na specjalnej, ogélnodostepnej kartce. Po zakonczeniu
miesiaca studenci (stawiajac krzyzyki przy odpowiednim
cytacie) wybieraja CYTAT MIESIACA. Po zakoniczeniu roku
akademickiego w analogiczny sposib wybiera si¢ CYTAT
ROKU.

Milo nam zakomunikowaé, ze cytatem roku 1994 /95 zostalo
wybrane zdanie wypowiedziane przez czlonka redakcji
EPSILONA! Gléwna nagrode otrzymal Marcin Poiniak, ktory,
wreczajac studentowi poprawiona prace pisemna, powiedzial:

— To nie jest znak zapytania, to jesi... obawiam sig... ocena.
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