
Prawidlowymi rozmieszczeniami nawiasów

sa np. (X,X2)(X3X4) i (X,(X2X3»X4,

nie sa zas nastepujace: (X,X2X3)X4

i X,«(X2X3»X4)

Dla duzych wartosci n korzystanie

z rekurencyjnego wzoru (1) jest jednak

troche klopotliwe. Nierekurencyjny wzór

na liczbe en mozna znalezc wykorzystujac

teorie funkcji tworzacych (Czytelnik moze

dowiedziec sie szczególów z artykulu

W. Bielinskiego "Co to sa funkcje

tworzace?", Delta 7/1996).

Rys. 1

Liczby Catalana

Wlodzimierz BIELINSKI) Krzysztof PAROL

Liczba Catalana Cn nazwiemy liczbe róznych rozmieszczen nawiasów

w iloczynie X1X2 ... Xn, przy zalozeniu, ze nie ma zbednych nawiasów,

a kolejnosc wykonywania dzialan jest okreslona w sposób jednoznaczny. Takie

rozmieszczenie nawiasów bedziemy nazywali prawidlowym. Latwo zauwazyc,

ze C1 = C2 = 1 (zadne nawiasy nie sa potrzebne). Zauwazmy tez, ze dla n > 2

nasze wyrazenie musi byc postaci fg, gdzie f i g oznaczaja odpowiednio

iloczyny poczatkowych oraz koncowych zmiennych z wyznaczona kolejnoscia

wykonywania mnozenia. Przez k oznaczmy liczbe zmiennych w wyrazeniu f.
Wtedy g sklada sie z n - k zmiennych. Nietrudno stwierdzic, ze dla ustalonego k

liczba wyrazen tego typu jest równa CkCn-k (musimy prawidlowo rozmiescic

nawiasy w kazdym z wyrazen f i g). Liczba zmiennych w f moze sie zmieniac

od 1 do n-L Mozemy wiec napisac równanie rekurencyjne

(1) Cn = C1Cn-1 + C2Cn-2 + ... + Cn-1C1 .

Powyzszy wzór pozwala wyznaczyc dowolna liczbe Catalana.

W Delcie 10/1995 pisalismy o kolejkach do kasy kina, w którym bilety

kosztuja 5 zl. Powiemy, ze kolejka jest typu (p, d), jesli znajduje sie w niej p osób

z pieciozlotówkami i d osób z dziesieciozlotówkami. Kolejke typu (p, d) nazwiemy

dobra, jesli nie zatrzyma sie podczas sprzedazy biletów (dla kazdego i na

pierwszych i miejscach kolejki liczba osób z dziesieciozlotówkami nie przekracza

liczby osób z pieciozlotówkami). Udowodnilismy wtedy, ze liczba K(p, d)

wszystkich dobrych kolejek typu (p, d) wyraza sie wzorem K(p, d) = P;~il(Ptd).

Rozwazmy teraz dowolna dobra kolejke typu (k, k). Dodajmy na jej poczatek

osobe z pieciozlotówka. N a przyklad, dla k = 2 z kolejki postaci x * x*

otrzymamy kolejke xx * x* (x oznacza osobe z pieciozlotówka, * - osobe

z dziesieciozlotówka). Oznaczenia nie sa tu przypadkowe. Potraktujmy tak

otrzymana kolejke jako wyrazenie zapisane w odwrotnej notacji polskiej (ONP),

wynalezionej przez slynnego polskiego logika Jana Lukasiewicza. ONP

polega na tym, ze najpierw podajemy argumenty operacji, a pózniej jej

symbol (np. 2 * 3 to w odwrotnej notacji polskiej 23*, (2 * 3) * 4 to 23 * 4 *,

a 2 * (3 * 4) to 234 * *). Zauwazmy, ze dla róznych dobrych kolejek typu (k, k)

otrzymamy rózne napisy w ONP, a co sie z tym wiaze, rózne prawidlowe

rozmieszczenia nawiasów w iloczynie k + 1 liczb. I odwrotnie. Stad wnioskujemy,

ze Cn = K(n - 1, n-l), czyli

_! (2n - 2)
Cn -

n n-l

(bardzo prosty wzór!). Podamy teraz kilka na pozór odleglych problemów,

w których pojawiaja sie liczby Catalana.

1. Znajdziemy liczbe podzialów (n + l)-kata wypuklego na trójkaty za pomoca

n - 2 nieprzecinajacych sie przekatnych. Przyporzadkujmy kolejnym bolwm

wielokata etykiety Xl, ... , Xn (ostatniego boku nie etykietujemy). Przekatnym

wielokata oraz ostatniemu bokowi przypiszmy wyrazenia zgodnie z nastepujaca

regula: jesli ex oraz (3 sa przypisane dwóm bokom pewnego trójkata, to trzeciemu

bokowi przyporzadkujemy wyrazenie (ex )((3), ex ((3) , lub (ex)(3 - w zaleznosci

od tego, czy ex (odpowiednio (3) jest jedna z etykiet Xi (nie stawiamy wtedy

nawiasu), czy tez dluzszym wyrazeniem (stawiamy nawias). Postepujac w ten

sposób przypiszemy ostatniemu bokowi pewne (prawidlowe) rozmieszczenie

nawiasów w iloczynie XIX2 ... Xn. W dodatku ta odpowiedniosc miedzy

rozmieszczeniami n - 2 nieprzecinajacych sie przekatnych a prawidlowymi

rozmieszczeniami nawiasów w iloczynie n symboli jest, jak mozna wykazac,

wzajemnie jednoznaczna. Zatem szukana liczba podzialów jest równa cn.

6



m=l o 2. Powrócmy na chwile do kolejek typu (n, n). Z kazda taka kolejka mozemy

zwiazac pewna sciezke w kartezjanskim ukladzie wspólrzednych, zaczynajaca

sie w punkcie (O, O) i konczaca sie w punkcie (n, n). Mianowicie, jesli do kasy

przychodzi osoba z pieciozlotówka, poruszamy sie o jednostke w kierunku

osi OX, jesli zas osoba z dziesieciozlotówka - o jednostke w kierunku osi OY.

Latwo zauwazyc, ze aby kolejka byla dobra, potrzeba i wystarcza, by utworzona

w ten sposób sciezka nie miala punktów powyzej prostej y = x (wtedy do kasy

przyszloby w pewnym momencie wiecej osób z dziesieciozlotówkami). Widzimy

wiec, ze liczba zdefiniowanych wyzej sciezek jest równa Cn+l.

Zauwazmy, ze dla kazdej takiej sciezki zbiór lezacych na niej punktów kratowych

mozemy traktowac jako wykres pewnej funkcji J ze zbioru X = {O, 1, ... , n}

w ten sam zbiór X. Oczywiscie, J musi byc funkcja niemalejaca spelniajaca

warunek J(i) :::;i dla kazdego i E X (to kolejna interpretacja liczb Catalana).

Z powyzszych rozwazan wynika wzór

Rys. 2

n

in_1=n-l in_2=n-2

3. Rozpatrzmy nastepujacy problem. Mamy 2n róznych liczb rzeczywistych;

na ile sposobów mozna je podzielic na dwa scisle rosnace ciagi a = (al, ... , an)

i b = (h, ... ,bn) spelniajace warunek ai < bi?

Kazdej liczbie z ciagu a przyporzadkujmy pieciozlotówke, kazdej liczbie z ciagu b

- dziesieciozlotówke. Nastepnie uporzadkujmy te liczby. Zgodnie z warunkami

zadania otrzymamy dobra kolejke typu (n, n). Dla róznych ciagów a i b

otrzymamy rózne dobre kolejki. Odwrotnie, ustawmy wszystkie liczby w ciag

rosnacy. Kazdej liczbie przyporzadkujmy banknot dziesieciozlotowy lub monete

pieciozlotowa tak, aby otrzymac dobra kolejke typu (n, n). Teraz liczby, którym

przyporzadkowane sa pieciozlotówki, tworza ciag a, pozostale zas ciag b. Znowu

latwo zauwazyc, ze tak utworzone ciagi spelniaja warunki zadania. Co wiecej,

dla róznych dobrych kolejek otrzymujemy rózne pary ciagów (a, b). Liczba

opisanych wyzej podzialów jest wiec równa Cn+l.

4. Drzewem binarnym o n wierzcholkach nazywamy drzewo puste, gdy n = O,

lub trójke (L, 'r, P), gdzie 'r jest wyróznionym wierzcholkiem zwanym korzeniem

drzewa, a L i P sa drzewami binarnymi (odpowiednio lewym i prawym drzewem

binarnym) laczacymi sie w wierzcholku 'r - rysunek 2. W L oraz P jest w sumie

n-l wierzcholków. Przez tn oznaczmy liczbe róznych drzew binarnych o n

wierzcholkach. Przyjmiemy to = 1. Latwo zauwazyc, ze tl = 1, t2 = 2. Rozwazmy

dowolne drzewo binarne o n wierzcholkach. Jesli jego lewe poddrzewo zawiera

i wierzcholków, to prawe poddrzewo ma n - i-l wierzcholków. Liczba

wierzcholków w lewym poddrzewie moze byc równa O, 1, ... , n-L Mamy wiec

zaleznosc rekurencyjna

(2) tn = totn-1 + t1tn-2 + ... + tn-1to .

Jest ona identyczna z zaleznoscia (l) (zeby sie o tym przekonac, wystarczy w (1)

zastapic n przez n + l). Mamy to = Cl, h = C2. Stad tn = Cn+l dla dowolnego n.

5. Liczby Catalana wystepuja równiez w pewnych zagadnieniach w chemii

kwantowej. Rozpatrzmy mianowicie uklad 2n takich atomów, ze kazdy z nich

ma wolny jeden elektron walencyjny. Miedzy atomami tworza sie wiazania

- atomy lacza sie w pary. Najtrwalsza konfiguracja odpowiada maksymalnej

liczbie wiazan. Powstaje pytanie: ile jest róznych takich konfiguracji? Okazuje

sie, ze problem mozna, w uproszczeniu, zobrazowac w nastepujacy sposób:

na okregu umieszczamy 2n punktów (orbitale) i laczymy je n nieprzecinajacymi

sie odcinkami (wiazania). Czytelnikowi pozostawiamy dowód faktu, ze szukana

liczba jest równa Cn+l. Dla przykladu pokazane zostaly czasteczki wodoru oraz
benzenu.
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Czytelnik bez trudu rozwiaze teraz (o ile

do tej pory tego nie zrobil) zadanie

o harcerzach z artykulu o kolejkach (patrz

Delta 10/1995).

Rys. 3
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