
IN - Potrzebuje nurka.

Coroczne sukcesy mlodych polskich matematyków w finalach Europejskiego

Konkursu zachecaja do wysuniecia nastepujacej niesmialej hipotezy: zloty

medal w Konkursie Prac Uczniowskich z Matematyki, poparty wiara w siebie

i wyszlifowana angielskojezyczna wersja pracy, pozwala przy odrobinie

szczescia na zdobycie przynajmniej trzeciej nagrody w Konkursie Europejskim.

Zobaczymy, czy hipoteza ta potwierdzi sie w czasie finalów IX Europejskiego

Konkursu Prac Mlodych Naukowców w Mediolanie, w dniach 9-14 wrzesnia

1997 roku - byc moze wezmie w nich udzial kolejny zloty medalista Konkursu

Prac Uczniowskich, Michal Stukow z Gdanska (protokól z finalu konkursu

opublikowany jest w Delcie 1/1997). Skrót jego zwycieskiej pracy opublikujemy

za miesiac; teraz godzi sie wspomniec, ze glówny wynik polega - jak

w przypadku T. Osmana iM. Kurowskiego - na ciekawym, nie znanym

wczesniej uogólnieniu osiemnastowiecznego rezultatu "z nazwiskiem" .

M. Stukow uogólnil, mianowicie, na przypadek czworokata tzw. wzór Eulera,

orzekajacy, ze w dowolnym trójkacie promien okregu opisanego R, promien

okregu wpisanego r i odleglosc d srodków obu tych okregów powiazane sa

zaleznoscia d2 = R2 - 2Rr. Okazuje sie, ze jesli (skadinad dowolny) czworokat

ma te wlasnosc, ze mozna zarówno opisac na nim okrag, jak i wpisac wen okrag,

to wtedy odleglosc d srodków obu okregów wyraza sie wzorem

d2 = R2 + r2 - r J r2 + 4R2

(R i r oznaczaja, odpowiednio, promienie okregu opisanego i wpisanego).

Redaktorom Delty, nie liczac wszelkich innych wazniejszych powodów, chocby

i metryka nie pozwala marzyc o zdobywaniu laurów w Europejskim Konkursie,

przeznaczonym dla osób w wieku 15-21 lat. Czytelników w odpowiednim wieku,

którzy maja w dodatku pomysly, umiejetnosci i dobre checi, zachecamy do

doswiadczalnego weryfikowania naszej hipotezy. Wystarczy brac udzial najpierw

w jednym, a potem w drugim konkursie. '

Szczególowe informacje na temat warunków uczestnictwa w Europejskim

Konkursie Prac Mlodych Naukowców mozna uzyskac w biurze Krajowego

Funduszu na Rzecz Dzieci (ul. Chocimska 14,00-791 Warszawa).

Sila zbioru
Marcin KOWALCZYK i Marcin SAWICKI

i bedaca w istocie polaczeniem wymiaru

i charakterystyki Eulera. Sila zbioru bedzie zawsze

pewnym wielomianem jednej zmiennej r.

Spróbujmy na poczatek przyjac, ze sila zbioru liczb

rzeczywistych jest równa 1>. Intuicja podpowiada

wówczas, by sile odcinka otwartego, odcinka

domknietego, kwadratu i kostki obliczyc tak, jak to

pokazuje rysunek 2. Kolejne sugestie obliczenia sily,

dla zbiorów bardziej skomplikowanych, przedstawia

rysunek 3.

Zapewne wielu Czytelników Delty bylo kiedys

szczerze zaskoczonych dowiedziawszy sie, ze odcinek

i kwadrat sa zbiorami równolicznymi, czyli ze istnieje

miedzy nimi bijekcja (rys. 1). Cóz dziwnego, skoro

sam odkrywca tego faktu, Georg Cantor, mial

napisac w swoim liscie do Dedekinda: "widze to,

lecz nie wierze w to" (cytat za [5]). Oba zbiory

rozróznia pojecie wymiaru, lecz ono z kolei utozsamia

np. odcinek otwarty z domknietym, a ten ostatni ma

przeciez o dwa punkty wiecej, nieprawdaz?

1 (0,1) (1,1)

f ~ 0,42873245... ~ (0,4834... , 0,2725...) ~ '
O (0,0) (1,0)

Rys. 1

W niniejszej pracy wprowadzamy pojecie sily

zbioru. Jest to charakterystyka pewnych zbiorów,

uwzgledniajaca zasugerowane powyzej intuicje
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Mozna sadzic, ze do uscislenia definicji sily

zasugerowanej na rysunkach 2 i 3 nalezy przyjac

za Y pierscien wielomianów zmiennej r i polozyc

I( ek) = rk, 1(0) = O. Rysunek 6 pokazuje, ze nie jest

to okreslenie jednoznaczne. Jak wiec zmienic definicje?

!
rI ~ ~· I

2r+l

Uscislijmy te rozwazania. Skonczony eW-kompleks

to, mówiac obrazowo, przestrzen, która jest suma

skOllczonej rodziny rozlacznych, "zachowujacych

sie przyzwoicie" komórek (czyli zbiorów

homeomorficznych z kostkami róznych wymiarów).

W szczególnosci, skonczony eW-kompleks jest

zwarty, a brzeg kazdej z komórek jest suma podzbioru

komórek o mniejszych wymiarach. Na rysunku 4

przedstawiamy, na czym to polega. Milosnicy

scislosci zechca zajrzec do podreczników topologii

algebraicznej (np. [2]).
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Lemat. Jesli z rodziny wielomianów F,

F = {O} U {a I a E N} U {arn I a, n E N}U

U {rn + brn-1 I b, n E N}

wybierzemy dwa rózne wielomiany tego samego

stopnia, to beda one przyjmowac rózne wartosci

w punkcie r = -1. Ponadto, dla kazdego n E N
i kazdego calkowitego m istnieje taki wielomian Q

postaci (l) i stopnia n, ze Q(-l) = m.

Rys. 6

Zauwazmy, ze w podanych przykladach wszystkie

sily danego zbioru sa tego samego stopnia i w

dodatku przystaja modulo (r + l). To spostrzezenie

pozwala rozwiazac problem. Niech Y bedzie

zbiorem wielomianów zmiennej r o wspólczynnikach

calkowitych nieujemnych; odpowiedni dla naszych

potrzeb zbiór Y otrzymujemy utozsamiajac te

wielomiany P i Q równego stopnia, których

róznica dzieli sie bez reszty przez dwumian (r + l).

Dla krótkosci piszemy wtedy P:i=Q. Elementy

zbioru Y (dla wtajemniczonych: klasy abstrakcji

relacji równowaznosci :i=) mozna, oczywiscie, mnozyc

i dodawac jak zwykle wielomiany.

F(K) = L I(ek).
K

Sumowanie rozciaga sie na wszystkie komórki

tworzace kompleks K. Latwo wykazac,

ze F(A U B) = F(A) + F(B) dla A, B rozlacznych,

oraz F(A x B) = F(A) . F(B).

Na komórkach eW-kompleksu (em, dla m 2 l,

oznacza otwarta komórke m-wymiarowa; eO to punkt)

okreslimy funkcje 1o wartosciach w pewnym

zbiorze Y (z dodawaniem i mnozeniem) spelniajaca

warunek l(ek+1) = I(ek) . l(e1). Sile F definiujemy

jako

Definicja jest dosc ogólna; dobierajac Y oraz 1
mozemy otrzymac wiele róznych pojec. Jesli np. Y jest

zbiorem liczb calkowitych, 1(0) = o, I(ek) = (_l)k,

to otrzymana tak funkcja sily jest skadinad dobrze

znana: nazywa sie charakterystyka Eulera i jest

oznaczana X(K); przyklady jej obliczania pokazuje

rysunek 5.

O ile nie bedziemy sie ograniczac do eW-kompleksów,

to mozna w podobny sposób zdefiniowac np. miare

zbioru, prawdopodobienstwo, moc. Nie sa to

wprawdzie praktyczne definicje, ale pokazuja ogólnosc

wprowadzanego pojecia.
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Lemat. Dla dowolnych O :S m < n mozna rozlozyc

kostke en na trzy rozlaczne zbiory: kostke en, kostke em

i kostke em+1 (patrz rys. 8).
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Rys. 7

Czytelników do próby samodzielnego przeprowadzenia

nieco technicznego dowodu. Podamy tylko wskazówke.

Twierdzenie. Sila skonczonego eW-kompleksu jest
dobrze okreslona.

Dowód. Pokazemy, ze sila zbioru jest dobrze

okreslona dla przestrzeni, których charakterystyka

Eulera i wymiar (tzn. najwiekszy z wymiarów

wszystkich komórek) sa dobrze okreslone. Wezmy

wielomian F(A) obliczony dla konkretnego

rozbicia ek!, ... , ekn danego zbioru A oraz

charakterystyke Eulera A:

Dowód polegajacy na rozpatrzeniu kilku prostych

przypadków pomijamy.

Twierdzenie. Dla kazdego wielomianu P E Y istnieje

dokladnie jeden wielomian Q nalezacy do rodziny :F

okreslonej wzorem (1) o tej wlasnosci, ze P=i=Q.

Dowód. Gdy wielomian P = const., to teza

jest oczywista. Gdy stopien P jest dodatni,

to wybieramy wielomian Q tego samego stopnia

i postaci (1) tak, by miec Q(-l) = P(-l) .
Na mocy Lematu wielomian Q jest okreslony

jednoznacznie, a z twierdzenia Bezout wynika,

ze róznica wielomianów P i Q dzieli sie bez reszty

przez dwumian (r + 1). Zatem, P=i=Q.•

Definicji samej funkcji f nie musimy zmieniac;

przyjmujemy nadal f( ek) = rk. Mozemy juz
udowodnic

n

F(A) = Lrki,
i=l

n

X(A) = L( _l)k; .
i=l m-tiJ. • 1l1-#1.

Rys. 8

Jak widac, X(A) = F( -1) (zob. tez rys. 6). Ale

charakterystyka Eulera X(A) jest dobrze okreslona,

totez dla dwóch róznych rozbic zbioru A otrzymujemy

wielomiany F1, F2 przyjmujace równe wartosci

w punkcie r = -1, czyli przystajace modulo (r + 1).
W dodatku stopnie tych wielomianów sa równe

(dobrze okreslonemu!) wymiarowi zbioru A. Zatem

F1=i=F2, czyli wielomiany F1 i F2 okreslaja ten sam
element zbioru Y .•
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Wniosek. Znajac wymiar zbioru A i jego

charakterystyke Eulera, mozna sile F(A) okreslic

jednoznacznie.

Uwaga. Charakterystyka Eulera jest niezmiennikiem

homotopii, ale wymiar nim nie jest, wiec sila zbioru

nie moze byc niezmiennikiem homotopii.

Jesli dwa zbiory maja identyczne CW-kompleksowe

rozbicia, to maja, oczywiscie, równe sily. Pojecie

sily jest na tyle trafne i naturalne, ze zachodzi takze

twierdzenie odwrotne.

Twierdzenie. Dla kazdych dwóch zbiorów A i B

majacych równe sily istnieja identyczne rozbicia

Al, ... , An zbioru A iBl, ... , Bn zbioru B (slowo

"identyczne" oznacza, ze oba zestawy komórek sa

identyczne).

Dzialanie twierdzenia ilustruje rysunek 7. Zachecamy

I jeszcze jedno: zbiór z lewej strony rysunku 7 nie jest

CW-kompleksem. W istocie, charakterystyka Eulera

i sila zbioru zdaja sie dzialac dla niektórych innych

sytuacji, np. dla rozbic, które nie sa CW-kompleksowe

(por. rys. 4), albo rozbic zbiorów, które nie sa

zwarte. Autorzy nie wiedza, jak rozszerzyc klase

CW-kompleksów tak, aby objac i te przypadki.
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