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Rys. 1

Rys. 2

Srodek ciezkosci

- Podejscie pierwsze: z pionem

Srodek ciezkosci to punkt, który ze wszystkich punktów sztywnego ciala

najbardziej lubi byc jak najnizej.

Zawieszone cialo nazywa sie wahadlem i moze - jak z samej nazwy wynika

- wahac sie. Jesli wahania wygasna (albo je sami stlumimy), to srodek ciezkosci

znajdzie sie dokladnie pionowo pod punktem zawieszenia. Pozwala to na szybkie

znalezienie srodka ciezkosci za pomoca, oczywiscie, pionu. Bardzo to wyglada

efektownie, gdy badane cialo jest plaskie, gdy jest to deseczka. Zawieszamy

mianowicie te deseczke w jakims punkcie, przykladamy do tego punktu pion

(sznurek z ciezarkiem) i zaznaczamy na deseczce polozenie sznurka (rys. l).

Potem robimy to po raz drugi (oczywiscie, zawieszamy w innym punkcie

- rys. 2). Tam, gdzie przetna sie zaznaczone linie, znajduje sie srodek ciezkosci

- dokladniej: w polowie grubosci deseczki.

Nalezy to, rzecz jasna, sprawdzic. W tym celu umieszczamy deseczke poziomo

i opieramy ja w znalezionym punkcie na czyms ostrym, np. na ostrzu noza

finskiego (rys. 3). Jesli deseczka nie spadnie, bedzie to oznaczalo, ze srodek

ciezkosci zlokalizowalismy prawidlowo.

Rys.3

Rys.4

Rys. 5. Dowód, ze równoleglobok

Wittenbauera ma opisana obok

wlasnosc, lezy w zasiegu elementarnego
rozumowania.

- Podejscie drugie: z kijem,

a wlasciwie z dwoma. Do tego potrzebny jest nam kolega-eksperymentator

lub przynajmniej pomocnik-laborant. Te sama deseczke kladziemy poziomo

na dwóch prostych i dosc gladkich kijach (np. od szczotki). Kije trzymamy

poziomo i równolegle. Nastepnie bardzo powoli zsuwamy je dbajac, by byly

caly czas równolegle i caly czas na tym samym poziomie (rys. 4). Gdy sie zsuna

zupelnie, zaznaczamy na deseczce linie, pod która stykaja sie kije. Ponawiamy

doswiadczenie dla innego polozenia deseczki na kijach. Podobnie jak poprzednio,

srodek ciezkosci lezy w przecieciu otrzymanych linii. I, podobnie jak poprzednio,

warto to sprawdzic.

Ciekawa strona tego doswiadczenia jest fakt, iz podczas zsuwania kijów deseczka

nie spada (oczywiscie, gdy robimy to powoli). Zjawisko fizyczne, które to

powoduje, jest znane jako tarcie. Mozna sie przekonac mianowicie, iz jest ono

tym wieksze, im wieksza jest sila nacisku. Jesli deseczka przechyla sie lekko

w strone, powiedzmy, lewego kija, to na niego wywiera wiekszy nacisk niz na kij

prawy. Wobec tego kij prawy przesuwa sie pod deseczka latwiej, szybciej, az do

chwili, gdy deseczka zacznie sie przechylac w jego strone. Wtedy przyspiesza

lewy. W ten sposób deseczka lezac na przesuwajacych sie (jeszcze raz warto

podkreslic: powoli) kijach sama lapie równowage.

- Podejscie trzecie: z geometria

To podejscie daje sie, przy stosowaniu wylacznie elementarnych srodków,

zastosowac jedynie dla niewielu ksztaltów jednorodnych deseczek. Oto dwa

przyklady .

• Dla deseczki trójkatnej srodek ciezkosci znajduje sie w punkcie przeciecia

srodkowych trójkata .

• Dla deseczki czworokatnej jest on w srodku (czyli w punkcie przeciecia

przekatnych) równolegloboku, zwanego równoleglobokiem Wittenbauera,

który powstaje tak: kazdy bok czworokata dzielimy na trzy równe czesci,

po czym prowadzimy proste laczace punkty sasiadujace z tym samym

wierzcholkiem (rys. 5).
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ALE SIE NIE PODDAJA

Powstaje pytanie: dlaczego tak wlasnie jest? Latwiejszy jest dowód pierwszego

stwierdzenia. I starszy: zostal uzyskany wtedy, gdy Hannibal przeprowadzal

slonie przez Alpy, a wiec ponad 2200 lat temu. Jego autorem jest Archimedes.

A dowód ten w gruncie rzeczy opiera sie na doswiadczeniu z kijami. Wystarczy

wykazac, ze kije moglyby sie zejsc wlasnie wzdluz srodkowej. Inaczej: trójkat

polozony plasko na kiju wzdluz którejkolwiek ze swoich srodkowych z tego kija
nie spadnie.

Rys. 6

Rys.7

c
Jest tak dlatego, ze w kazdej odleglosci od kija

znajduje sie tyle samo deseczki (rys. 6). Aby to

udowodnic, nalezy - w wyobrazni - zlozyc deseczke

na pól. Teraz mamy (rys. 7)

PQ _ AP _ B'P' _ P'Q'
CM- AM- B'M- CM'

a wiec PQ = P'Q' i po dowodzie. Trzeba, oczywiscie,

znac twierdzenie Talesa, ale Archimedes je znal.

No i zauwazyc, ze AB' II CM II PQ', ale tak jest

- prawda?

Najmniejszy wynik

Dane sa dwie liczby calkowite dodatnie M i N.
Pytanie jest nastepujace:

jaka najmniejsza liczbe dodatnia mozna uzyskac

mnozac M i N przez liczby calkowite i dodajac (badz

odejmujac) otrzymane iloczyny?

Inaczej: jaka jest najmniejsza dodatnia wartosc liczby

X = k·M+l·N,

dla calkowitych (niekoniecznie dodatnich) wartosci
kil?

Odpowiedz brzmi: ta najmniejsza liczba jest

najwiekszy wspólny dzielnik M i N. Rzeczywiscie,

X dzieli sie przez NWD(M, N), nie moze wiec byc od

niego mniejszy. Ale czy zawsze znajda sie takie liczby

k i l, by X bylo równe akurat NWD(M, N)?

To da sie zrobic. W tym celu dogodnie jest wykonac

pewna operacje zwana algorytmem Euklidesa. Robi

sie to tak. Niech np. bedzie M> N. Bedziemy

wielokrotnie dzielili z reszta.

M = al' N + r1,

N = a2 . r1 + r2,

r1 = a3 . r2 + r3,

r2 = a4 . r3 + r4, itd.

To sie musi skonczyc, bo kolejne reszty sa coraz

mniejsze, a nigdy nie sa ujemne. Wiec w koncu bedzie

rk-1 = ak+1 . rk + rk+1,

rk = ak+2 . rk+1 + O.

W tej sytuacji

rk+1 = NWD (M, N),

a z calego rachunku (czyli z dzialania algorytmu

Euklidesa) mozna odtworzyc potrzebne k i l.

Podajemy obok dwa przyklady zostawiajac odszukanie

ogólnej metody chetnym Czytelnikom.
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1517 = 1 ·1073 + 444,

1073 = 2 ·444 + 185,

444 = 2 . 185 + 74,
185 = 2·74 + 37,
74 = 2·37 + O.

Zatem najwiekszym wspólnym
dzielnikiem 1517 i 1073

okazalo sie 37.

Te same rachunki, w których
podstawiac bedziemy tylko

"grube" liczby, wygladac beda
kolejno tak:

444 = 1 . 1517 - 1 . 1073,
185 = 1 . 1073 - 2 . 444 =

= -2·1517+

+(1 + 2) . 1073 =

= -2· 1517 + 3·1073,
74 = 1 . 444 - 2· 185 =

= (1 + 4) . 1517+

+( -1 - 6) . 1073 =
= 5· 1517 - 7· 1073,

37 = 1 . 185 - 2·74 =

= (-2 - 10)· 1517+

+(3 + 14) . 1073 =
= -12·1517 + 17· 1073

(= -18204+ 18241),

czyli poszukiwane k i I to (-12)
i 17.

Analogicznie
771 = 5'· 146 + 41,

146 = 3 . 41 + 23,
41 = 1 . 23 + 18,

23 = 1 . 18 + 5,
18 = 3·5 + 3,
5 = 1·3 + 2,

3=1·2+1
2 = 2·1 + O.

Najwiekszym wspólnym

dzielnikiem okazalo sie 1.
Dalsze obliczenia:

41 = 1 ·771 - 5·146,
23 = 1· 146 - 3 . 41 =

= -3·771+

+(1 + 15)·146 =

= -3·771 + 16· 146,
18 = 1 . 41 - 1 . 23 =

= (1 + 3) . 771+

+(-5 - 16)·146 =
= 4 . 771 - 21 . 146,

5 = 1 . 23 - 1 . 18 =

= (-3 - 4) . 771+

+(16 + 21) . 146 =
= -7·771 + 37·146

3 = 1 . 18 - 3 . 5 =

=(4+21)·771+

+(-21- 111)·146
= 25 . 771 - 132· 146,

2=1·5-1·3

=(-7-25)·771+
+(37 + 132) . 146 =

= -32· 771 + 169 . 146,
1=1·3-1·2=

= (25 + 32) . 771+

+(-132 - 169)·146 =
= 57· 771 - 301 . 146,

(= 43947 - 43946).
Poszukiwanymi liczbami

okazaly sie 57 i (-301).
Przy okazji warto zauwazyc,
ze kazda liczbe calkowita mozna
przedstawic jako

k . 771 + I . 146

dla pewnych calkowitych k i l.


