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Prosze sprawdzic, ze kat wpisany

rzeczywiscie jest równy katowi miedzy

cieciwa i okregiem.

Rys. 3

cp(A)

Wiekszosc z nas uderzala w kule bilardowa na prostokatnym stole bilardowym.

Zasady gry zaleza od rodzaju rozgrywki, natomiast ruch kuli bilardowej nie.

O ile kuli nie nadajemy rotacji, odbija sie ona od bandy zgodnie z prawem

kat padania równa sie katowi odbicia. Wystarczy odbic odcinek BG wzgledem

brzegu stolu, aby wykazac, ze prawo to jest równowazne innemu: kula odbija

sie od brzegu w takim punkcie G, by jej droga z punktu A do punktu B byla

naj krótsza (jest to tzw. zasada Fermata, zob. rys. 1).

Spróbujmy zobaczyc, jak wyglada ruch bili na stole w ksztalcie kola. Uderzona

bila odbija sie kolejno od brzegu stolu (okregu) w punktach Al, A2, A3,

itd.; ciag punktów: Al, A2, A3, ... nazywamy trajektoria, a sume wszystkich

odcinków AiAi+l - torem ruchu bili (rys. 2). Zalózmy, ze okrag ma promien

równy 1. Wówczas dlugosc luku okregu miedzy punktami A; i Ai+l mozemy
mierzyc katem srodkowym opartym na tym luku, albo - równie dobrze

- dwukrotnie mniejszym katem wpisanym. Ten z kolei jest równy katowi miedzy

cieciwa AiAi+l i okregiem (czy tez dokladniej, styczna do niego w punkcie Ai).

Wynikaja z tego dwa fakty: (a) równosc katów miedzy cieciwa a okregiem oraz

(b) równosc luków, na których oparte sa sasiednie odcinki toru.

Zatem trajektoria punktu w bilardzie o ksztalcie kola jest trajektoria obrotu

- o kat, na którym oparty jest odcinek AiAi+1'

Twierdzenie 1. Trajektoria obrotu jest okresowa albo gesta (gestosc oznacza,

ze do kazdego luku okregu nalezy pewien punkt trajektorii) ..

Dla dowodu rozpatrzmy dwa przypadki:

1. Dlugosc luku AiAi+l jest liczba wspólmierna z 21f, czyli Ai~+l jest

liczba wymiernapjq. Wtedy trajektoria jest okresowa z okresem q,

bo luk AiAi+q ma dlugosc 21f . p.

2. Ai~+l jest liczba niewymierna.

By zakonczyc dowód Twierdzenia 1, wystarczy udowodnic nastepujacy

Lemat. Trajektoria obrotu o kat niewspólmierny z 21f jest gesta na okregu.

Dowód lematu (nie wprost). Zalózmy przeciwnie, ze pewien luk L nie

zawiera zadnego punktu trajektorii Al, A2, A3, ... Pokryjmy okrag n lukami

o dlugosci 2:, gdzie n dobieramy tak, aby 2: < L (patrz rys. 3). Poniewaz

trajektoria ma wiecej niz n punktów, wiec dzieki zasadzie szufladkowej

Dirichleta znajdziemy luk pokrycia, na którym leza dwa punkty trajektorii Ai,

Ai+s, Wystarczy rozpatrzyc k + 1 punktów trajektorii punktu Ai w obrocie

o kat AiAi+s, czyli zbiór punktów Ai, Ai+s, Ai+2s, Ai+3s, ... , Ai+k's, gdzie

k . AiAi+s > 21f, aby w dowolnym luku dluzszym niz AiAi+s, w szczególnosci

w luku L, znalazl sie jeden z nich. _

Zdefiniujmy teraz inne przeksztalcenie <.p okregu, które na pierwszy rzut oka

nie wyglada na obrót, a jednak ... Najpierw wewnatrz kola wyznaczonego przez

okrag n wybierzmy okrag II.

Definicja. Obrazem punktu A E n jest taki punkt <.p(A)E n, ze odcinek

A<.p(A) jest styczny do okregu II i, co wiecej, w punkcie stycznosci G zwrot---+
wektora A<.p(A) jest przeciwny do ruchu wskazówki zegara na tarczy II
(patrz rys. 4).

Aby zrozumiec, ze <.p jest (w pewnym sensie ... ) obrotem, wyobrazmy sobie,

ze okrag n jest wykonany z bardzo cienkiego drutu o zmiennej gestosci masy;

matematycy mówia w takiej sytuacji o gestosci miary. Odleglosc punktów

mierzymy nie dlugoscia luku, lecz masa kawalka drutu zawartego miedzy

punktami. Drut dobierzmy w ten sposób, aby gestosc miary w punkcie A byla

proporcjonalna do }c.

11



Wielkie twierdzenie Ponceleta

w klasycznym sformulowaniu glosi,

mówiac niezbyt precyzyjnie, ze: jesli

dla dwóch stozkowych r, i r2 istnieje

n-kat A,A, ... An wpisany w r,
i opisany na r" to dla dowolnych

punktów B', B" E r" takich,

ze prosta B' B" jest styczna do r"
istnieje wielokat B' B" B3 ... Bn wpisany

w r, i opisany na r,. Znane w literaturze

dowody tego twierdzenia nie sa ani latwe,

ani krótkie; zainteresowanych odsylamy

do XVI rozdzialu Geometrie M. Bergera,

wyd. Cedic - Fernand Nathan, Paris 1977

(istnieje przeklad rosyjski).

Z twierdzeniem Ponceleta wiaze sie

w oczywisty sposób tekst Michala

Stukowa opublikowany w Delcie 4/1997.
Red.

q>(A)= B

Rys. 5

A'

Rys. 6

Rys. 7

Takie spojrzenie pozwoli nam podac szkic dosc prostego dowodu tzw. wielkiego
twierdzenia Ponceleta.

Twierdzenie 2 (tw. Ponceleta, przypadek szczególny). Dla ustalonego II,

t.p jest obrotem (przy nowym sposobie mierzenia luku), tzn. zachowuje dlugosc
luku.

Dowód. Wystarczy wykazac, ze dlugosci luków AA1 i t.p(AAt) = BB1 sa równe.

Dla krótkiego luku oznacza to, ze ~'2'~ ~~ (rys. 5). W granicy Al -+ A
mozemy zastapic punkt C punktem przeciecia odcinków AB i Al B1,
tzn. punktem D. Ale, oczywiscie, mamy równosc ~' = ~EJy' , bo trójkaty AA1D

i BB1D sa podobne (dlaczego?)._

Zagrajmy teraz bila na eliptycznym stole r. Elegancki opis odbicia daje:

Twierdzenie 3 (male twierdzenie Ponceleta) Trajektoria bilardu w elipsie

spelnia jeden z nastepujacych warunków:

1. J( azdy odcinek laczacy sasiednie punkty trajektorii przechodzi przez ognisko

elipsy.

2. Istnieje elipsa ~ wspólogniskowa z f, do której sa styczne wszystkie odcinki

laczace sasiednie punkty trajektorii.

3. Istnieje hiperbola ~ wspólogniskowa z r, do której sa styczne wszystkie

proste zawierajace odcinki laczace sasiednie punkty trajektorii.

4. J( azdy odcinek laczacy sasiednie punkty trajektorii pokrywa sie z mala osia

Dow6SP(i~kic). Niech E i F beda ogniskami elipsy f. Dla punktu A nalezacego

do elipsy niech LA oznacza styczna do elipsy w A, natomiast A' niech bedzie

odbiciem ogniska F wzgledem LA (rys. 6).

Droga z punktu E do F przez kazdy punkt na elipsie jest stala, tzn. suma
EA + AF nie zalezy od wyboru A. Z drugiej strony, styczna LA lezy po

przeciwnej stronie r niz E i F, zatem droga EAF to naj krótsza droga z E do F
przez punkt prostej LA. Dzieki zasadzie Fermata wiemy zatem, ze EAF jest

fragmentem toru ruchu bili (rys. 6); jesli wiec pewien odcinek AAi+1 laczacy

sasiednie punkty trajektorii przechodzi przez ognisko elipsy, to wszystkie odcinki

AAi+1 maja te wlasnosc (warunek 1 z tezy Tw. 3).

Uwaga 1. Dla kazdego X E LA odleglosci F X i A' X sa równe.

Rozpatrzmy teraz pewna elipse ~ wspólogniskowa z r. Dla ustalonego A E f
wezmy takie punkty X, Y E ~, by odcinki XA i y A byly do ~ styczne (rys. 7).

Zgodnie z Uwaga 1 dlugosci odcinków AA', AX', AY' i AF sa równe. W ten

sam sposób sprawdzamy, ze EX' = EX + X F = EY + y F = EY'. Zatem

trójkaty EAX' i EAY' sa przystajace, wiec ich katy przy wierzcholku A sa
równe. Latwo sprawdzic, ze równe sa tez katy EAY i FAX . Z poprzedniej czesci

dowodu wynika wiec, ze lamana YAX jest fragmentem toru ruchu bili (katy

padania i odbicia w punkcie A sa równe)"

Czytelnik Wnikliwy zechce sprawdzic, ze gdy pewien odcinek AiAi+1 laczacy

sasiednie punkty trajektorii przecina odcinek EF w punkcie wewnetrznym,
to zachodzi warunek 3 lub 4 z tezy Tw. 3. _

Z powodów technicznych ograniczymy dalsze rozwazania do przypadku, gdy

kazdy odcinek toru ruchu bili jest styczny do ustalonej elipsy ~. Zamienimy

teraz sprytnie trajektorie bilardu w elipsie na trajektorie przeksztalcenia ,p,

a potem - na trajektorie t.p (rys. 8 i okladka). Dzieki temu otrzymamy

nastepujacy wynik.

Twierdzenie 4 (Poncelet). Trajektoria bilardu w elipsie r jest okresowa ze

stalym okresem n(~) (zaleznym tylko od ~) albo gesta.

Dowód (szkic). Trajektorie bilardu Al, A2, A3, ... zamienimy na

trajektorie B1, B2, B3, ... pewnego przeksztalcenia ,p w nastepujacy sposób.

Odcinek AiAi+1 jest styczny do ~ w punkcie X; zdefiniujmy Bi jako X'.
Udowodnilismy juz, ze pewien okrag o srodku Ai zawiera punkty F, X', y'
i A~. Co wiecej, okrag ten jest styczny wewnetrznie do okregu o srodku E
i promieniu R = EA~ = EAi + AiF równym dlugosci nici rysujacej elipse f.
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Rys. 8

Poniewaz EBi = EX + X F jest dlugoscia nitki rysujacej elipse .6. (czyli ma

wartosc stala, niezalezna od i), wiec przeksztalcenie ljJ przeprowadzajace Bi

w BiH jest przeksztalceniem okregu o srodku E i promieniu r = EX + X F,

gdzie X E .6.. Inaczej mówiac, przy oznaczeniach z rysunku 7, ljJ przeprowadza

punkt XI = Bi w punkt IjJ(XI) = yl = Bi+1'

Inwersja wzgledem okregu o srodku F zamieni trajektorie B1, B2, B3, ... na

trajektorie Gl, G2, G3, ... przeksztalcenia <p. Zauwazmy bowiem, ze luki BiBi+1

okregów przechdzacych przez F zamienia sie po inwersji na odcinki, a okregi

o srodku E i promieniach r, R przejda na inne okregi (niewspólsrodkowe; patrz

rys. 8). Twierdzenie 2 tlumaczy, ze Gl, G2, G3, •.. jest (przy odpowiednim

sposobie mierzenia dlugosci luku) trajektoria obrotu. _

Na koniec zadanie dla wytrwalych: prosze udowodnic twierdzenie Ponceleta bez

zalozenia, ze kazdy odcinek laczacy sasiednie punkty trajektorii jest styczny do

elipsy .6..

Bilardzista, który chce trafic na stole eliptycznym w inna bile w karambolu,

musi wiec umiec wyobrazac sobie elipsy i hiperbole wspólogniskowe (rysunek

z okladki), tylko gdzie sprawdzic w praktyce nabyta wiedze?

Os globusa
Dlaczego kazdy globus ma os odchylona od pionu? Przeciez

globus z osia pionowa przedstawialby te sama Ziemie,

a latwiej byloby go zrobic. Jednak nie jest to fantazja

wytwórcy globusów. Pochylenie osi obrazuje bardzo

wazny fakt przyrodniczy: os ziemska nie jest prostopadla

do plaszczyzny ziemskiej orbity. A ma to ogromne

konsekwencje.

Gdyby os ziemska byla prostopadla do plaszczyzny orbity,

to w dowolnym miejscu orbity, a wiec przez caly rok,

oswietlenie Ziemi przez Slonce byloby stale takie samo,

w tym sensie, ze granica miedzy pólkula oswietlona

i nieoswietlona (tzw. terminator) przechodzilaby zawsze

przez bieguny. Czlowiek znajdujacy sie na dowolnym

równolezniku mialby stale l2-godzinny dzien i 12-godzinna
noc, panowalaby wiec permanentna równonoc.

W rzeczywistosci jednak os ziemska jest pochylona

o okolo 23,°5 i, co wiecej, w trakcie obiegania Slonca

zachowuje staly kierunek w przestrzeni, a konkretnie jest

stale skierowana (w przyblizeniu) w Gwiazde Polarna.

Wskutek tego terminator tylko dwa razy w ciagu roku

przechodzi przez bieguny (okolo 21 III i 21 IX), a miedzy
tymi datami Slonce oswietla bardziej albo pólnocna, albo
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poludniowa pólkule Ziemi. Krótko mówiac, pochylenie osi

ziemskiej jest przyczyna wystepowania pór roku. Pólkula

pólnocna jest najsilniej nasloneczniona w okolicy 21 VI.

Jest to poczatek naszego lata i zarazem data, gdy Slonce

oswietla prostopadlymi promieniami miejsca Ziemi odlegle

na pólnoc od równika o 23,°5 - bardziej na pólnoc juz

sie nie da, a równoleznik o tej szerokosci geograficznej
to zwrotnik Raka. Oczywiscie, na poczatku naszej zimy

promienie prostopadle padaja na zwrotnik Koziorozca

o szerokosci -23,° 5. Tak wiec ta sama przyczyna powoduje

tez wystepowanie stref klimatycznych na Ziemi.

A jak jest na innych planetach? Okazuje sie, ze rozmaicie.

Os obrotu Jowisza jest praktycznie prostopadla do

plaszczyzny jego orbity, tam wiec pór roku nie ma - panuje

permanentna równonoc, a Slonce oswietla prostopadle

tylko równik planety. Os obrotu Urana - przeciwnie - jest

nachylona o okolo 90°, lezy wiec w plaszczyznie jego

orbity. Wskutek tego co pól tamtejszego roku Slonce

oswietla prostopadle raz jeden, raz drugi jego biegun.

Wobec tego, moze na Ziemi nie jest tak zle: nie jest

tak monotonnie jak na Jowiszu, ale tez nie ma takich

skrajnosci jak na Uranie.
Tomasz KWAST


