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Po zsumowaniu wzgleclem k i pomnozeniu obydwu stron przez n

otrzymujemy

Xk Xk

J (.f(x) - J(Xk)) clx = J (x - tk)'(.f(X) - J(Xk)) clx =

Wspólczesna teoria ewolucji ukladów
planetarnych opiera sie na zalozeniu,
iz powstaja one jednoczesnie ze swymi
gwiazdami centralnymi z gestych obloków
materii miedzygwiazdowej, w których nad
wszystkimi pozostalymi silami przewazyly
w pewnym momencie sily samograwitacji.
Zalozenie to ma dzis mocna podstawe

obserwacyjna. Po pierwsze, na gest.e
obloki zbudowane z czasteczek wodoru
oraz tlenku wegla i innych zwiazków
chemicznych (tzw. obloki molekularne)
przypada ponad polowa masy osrodka

miedzygwiazdowego (budulca na gwiazdy
i planety jest wiec w naszej Galaktyce
wystarczajaco duzo). Po wtóre, naj gestsze
obloki molekularne (a wiec te, w których
sily samograwitacji sa najsilniejsze )
maja masy porównywalne z masami

gwiazd. Po trzecie wreszcie, mlode
gwiazdy wystepuja wylacznie- w oblokach
molekularnych lub w ich bezposreClnim
sasiedztwie.

W najgest.szych oblokach obserwuje sie
ruchy, które moga byc zinterpretowane
jako obrót wokól dobrze okreslonej osi.

Zgodnie z teoria, samograwitacyjne
kurczenie sie (tzw. kolaps) obloku
obdarzonego ruchem obrot.owym prowadzi

do powstania niewielkiego, stacjonarnego
obiekt.u centralnego otoczonego rozleglym

dyskiem (tzw. dyskiem akrecyjnym).
Wnetrze dysku jest równiez niemal

stacjonarne (wszelkie ruchy poza ruchem
obrotowym wokól obiektu centralnego
odbywaja sie z predkosciami duzo

mniejszymi niz lokalna predkosc orbitalna).
Faza kolapsu jest bardzo krótka, trwa
bowiem nie wiecej niz 105 lat.

Uformowany juz dysk podlega dalszej
powolnej ewolucji, w której trakcie
znajdujaca sie w nim materia czesciowo

osiada na obiekcie centralnym (proces
ten nosi nazwe akrecji), czesciowo
zas jest wywiewana w przestrzell
miedzygwiazdowa. Podczas trwajacej kilka
milionów lat fazy akrecji centralny obiekt

dysku przeksztalca sie w protogwiazde,
która od zwyklej gwiazdy rózni sie jedynie
tym, iz w jej wnetrzu nie zachodza
jeszcze reakcje jadrowe. Jednoczesnie
w calym dysku z pierwiastków i zwiazków
chemicznych, które w macierzystym
obloku znajdowaly sie w stanie gazowym,
powstaja ziarna pylowo-lodowe.
Pod wplywem grawitacji ziarna te
przemieszczaja sie nastepnie w poblize
plaszczyzny równikowej dysku.

Jesli chaotyczne ruchy skladowej gazowej
dysku (turbulencja) nie sa zbyt silne,
wedrówka ziaren jest procesem bardzo
szybkim: na dotarcie do plaszczyzny

Dyski
prot~planetarne
Michal RÓZYCZKA.
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zbieznosci

sum Riemanna,

Stirlinga, Wallisa

(1)

(2)

Zastanówmy sie, jak szybko ciag sum Riemanna zmierza do swojej

granicy. Zalózmy, ze funkcja J(x) ma na przedziale [a, b] ciagla

pochodna (a na koncach przedzialu, czyli w punktach x = a i x = b,

ma pochodne jednostronne). Róznice miedzy calka a suma Riemanna

mozemy zapisac nastepujaco:

b-a~-~J(Xk),n
k=l

to suma pól prostokatów o wysokosciach J(Xk) i jednakowych

podstawach b~a. Gdy J > O, suma (1) przybliza pole figury

ograniczonej od góry wykresem funkcji J(x), od dolu osia x-ów,

a z boków prostymi x = a i x = b. Gdy n -+ 00, to granica ciagu sum
b

Riemanna jest wlasnie owo pole, czyli calka J J( x) dx.
a

n U f(x)dx- b:a~f(X')) =

b- a ~ JXk-2-(.f(a) - J(b)) - n ~ (x - tk)f'(X) clx.
k=l

Xk-l

b - a JXk~(.f(xk-d - J(xd) - (x - tk)J'(X) clx.

W niniejszym artykule proponujemy Czytelnikom ciekawy

i stosunkowo prosty dowód wzorów Stirlinga iWalIisa.

Po przebrnieciu przez niezbedne przygotowania techniczne

otrzymamy nie tylko obie slawne równosci, ale tez swego rodzaju

maszyne do produkowania innych, podobnych.

Zalózmy, ze funkcja J(x) jest ciagla na przedziale domknietym [a, b].

Podzielmy ten przedzial na n równych czesci punktami

Xk = a + k b-a (k = 0,1,2, ... , n). Suma Riemanna funkcji J, danan

wzorem

Oznaczmy przez tk srodek przedzialu [Xk-l, xd (tzn. niech

tk = Xk_~+Xk) i zastosujmy wzór na calkowanie przez czesci do

kazdej z calek po prawej stronie (2), by po nietrudnym rachunku

otrzymac
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Teraz przechodzimy do granicy po obu stronach poprzedniej

równosci, wykorzystujac zaleznosc

Stosujac je do wyrazenia calki funkcji f oraz jej sumy Riemanna,

dostaniemy zaleznosci

1I:n (k) 1 vn 1 n! Inn n -1 \in!
(6) - f - =-ln-_---ln-=----ln2-ln-,

n n n 2n 1 n nn 2n n n
k=l

Otrzymalismy w ten sposób wzór Stirlinga (8) wielokrotnie

wykorzystywany w róznych artykulach w Delcie (np. na str. 4).

, (1 + x) sin .!.x
Zastosuj my teraz nasz wzor (3) do funkcj i f (x) = In 2

x

okreslonej na przedziale [0,1] (z dodatkowa umowa, ze f(O) = In ~).

(Czytelnik spróbuje samodzielnie udowodnic, ze tak istotnie jest przy

zalozeniu ciaglosci f' w [a, b].) Koncowy efekt naszych przygotowall

technicznych to wzór

(f b b - a I:n ) b - a
(3) lim n f(x) dx - - f(Xk) = -(f(a) - f(b)).

n-+oo n 2
a k=l

lim \in! = ~ .
n-+oo n e

Xk

f (x - tk)f'(X) dx = O.
Xk-l

nI
lim . = 1,

n-+oo ,/27rn nn e-n

n

lim n'"n-+oo ~
k=l

fI 1 n (k)f( X) dx = lim - I: f - = 1- In 2 .n-+oo n n
o k=l

. 71' . 271' . 371' . n7r vn
sm - sm - SIn - ... sm - = -- ,

2n 2n 2n 2n 2n-l

(8)

(5)

(7)

lub inaczej

Obie powyzsze równosci wstawiamy do wzoru (3) i spokojnie

rachujac mamy kolejno:

. ( lIn n n-lIn! ) 1 71'

hm n 1- In 2 - - - + -- In 2 + - In - = - In - ,
n-+oo 2 n n n nn 2 2

l· ( 1 l l n! 1 71')
lm n - - n n - In 2 + n - - - In - = O ,

n-+oo 2 nn 2 2

( ennl )lim In .J2TIl' = On-+oo 27rnnn

Podamy teraz kilka jego interesujacych zastosowan. Wezmy pod
sin .!.x

uwage funkcje f( x) = In __ 2_ i okreslmy jej wartosci na calym
x

71'

przedziale [0,1], kladac f(O) = In 2" Tak okreslona funkcja jest
ciagla na przedziale [O, 1]. Czytelnik zechce sprawdzic, ze f ma

na [0,1] równiez ciagla pierwsza pochodna. Suma Riemanna

funkcji f ma postac

(4) ~f/(~)=~ [In (sin ~ sin 271'... sin n7r) -In (~.~ ..... !:)]n n n \ 2n 2n 2n n n nk=l

W dalszym ciagu wykorzystamy dwa znane wzory, które Czytelnik

(o ile ich nie zna) moze spróbowac udowodnic sam lub wyszperac

w róznych zbiorach zadal} z analizy matematyczn'ej, np. [1] i [2]. Oto
one:

równikowej ziarna (nawet te powstale
tuz przy powierzchni dysku) potrzebuja
nie wiecej niz stu lat. W plaszczyznie
równikowej wyksztalca sie bardzo
cienki dysk pylowy, którego grubosc
móze byc nawet stokrotnie mniejsza od
grubosci dysku gazowego. Dysk o tak

znikomej grubosci wykazuje naturalna
tendencje do rozpadu na fragmenty
o masach rzedu 1015 kg, które pod
wplywem samograwitacji w ciagu paru
tysiecy lat skupiaja sie w planetozymale
- obiekty o rozmiarach kilkudziesieciu
kilometrów. Jesli natomiast turbulencja

jest silna (to znaczy: jesli predkosci
ruchów chaotycznych sa porównywalne
z predkoscia dzwieku), cienki dysk
pylowy nie wyksztalca sie. W takim
przypadku planetozymale powstaja
wskutek przypadkowego zlepiania sie
ziaren pylu chaotycznie krazacych po calej
objetosci dysku, czas zas potrzebny do ich
utworzenia jest znacznie dluzszy i wynosi
okolo stu tysiecy lat.

W toku dalszej ewolucji dysku
nieelastyczne zderzenia miedzy
planetozymalami prowadza do powstania
protoplanet. Trwajaca od dziesieciu do
kilkuset milionów lat faza powstawania
protoplanet jest naj dluzsza z faz
ewolucji dysku protoplanetarnego.
Planetozymale, które przetrwaly ja
w nienaruszonym stanie, moga byc
obserwowane w uformowanym juz ukladzie

planetarnym jako komety lub planetoidy.

Jak zatem widac, wedlug wspólczesnie
rozwijanej teorii dysk protoplanetarny
jest kluczowym ogniwem w lancuchu
przemian prowadzacych od obloku materii

miedzygwiazdowej do otoczonej planetami
gwiazdy. Pieknym potwierdzeniem
tych teoretycznych przewidywan sa
prowadzone od kilku lat obserwacje dysków
protoplanetarnych, którymi zajmiemy sie
w dalszej czesci tego artykulu.

Obecnosc dysku przy mlodej gwiezdzie
lub protogwiezdzie najlatwiej jest wykryc
prowadzac obserwacje w podczerwieni .
Objawia sie on jednak wtedy nie jako
obiekt o okreslonym ksztalcie i rozmiarach,
lecz tylko jako "garb" w podczerwonej

czesci widma (rys. l). Promieniowanie
podczerwone po czesci powstaje w samym
dysku kosztem energii grawitacyjnej gazu
i pylu opadajacego na cialo centralne,
po czesci zas jest przetworzonym
promieniowaniem ciala centralnego.
W miare wyczerpywania sie gazu i pylu
podczerwony garb maleje az do zupelnego
zaniku w widmie dojrzalej gwiazdy
z calkowicie juz uformowanym ukladem
planetarnym.

Obserwacje w podczerwieni sa wymownym,
lecz jednak tylko posrednim dow,odem
istnienia dysków protoplanetarnych. Dzieki
obserwacjom prowadzonym w zakresie
widzialnym (przede wszystkim za pomoca.
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Funkcja ta, podobnie jak poprzednia, jest na przedziale [0,1] ciagla

wraz ze swa pochodna. Bez wdawania sie w zbedne szczególy

rachunkowe (Czytelnik w razie potrzeby zdola je niewatpliwie

samodzielnie uzupelnic) powiemy tylko, ze suma Riemanna 1 i jej

calka oznaczona wygladaja nastepujaco:

~~ 1(~) - ~In ~ _ ~ In (n!)2n ~ n - n 2n-1 n (2n)! 'k=1

Jl Jl sin 2Lx JlI(x)dx= ln-;;-dx+ In(1+x)dx=ln2,
o o o

wzór (3) zas po kosmetycznych zabiegach przybierze tym razem

postac

lim 22n (n !)2
n->oo ,!n(2n)! =.j7r.
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Rys. 1. Podczerwone nadwyzki w widmach

ukladów protoplanetarnych swiadczace

o obecnosci dysków akrecyjnych. Liniami ciaglymi

oznaczono widma samych obiektów centralnych.

teleskopu Hubble'a) oraz w zakresie
radiowym przez radioteleskopy pracuja.ce
na falach milimetrowych mamy równiez

dowody bezposrednie: od paru lat
niektóre (nieliczne ua razie) dyski
mozemy po prostu ogla.dac. Piekna.
kolekcje zdjec dysków (uzyskana. za
pomoca. teleskopu Hubble'a) kra.zacych

wokól mlodych gwiazd i protogwiazd
w gromadzie "Trapez" (gwiazdozbiór
Oriona) mozemy obejrzec na okladkach.

Typowa masa takiego dysku jest
zblizona do tzw. minimalnej masy
mglawicy slonecznej, która otrzymuje

sie poprzez "uzupelnienie" pierwiastków
wystepujacych w naszym ukladzie
planetarnym tak, by ich proporcje
wagowe odpowiadaly proporcjom
obserwowanym na Sloncu, i która wynosi
0,01 M@. Promienie dysków wahaja. sie
od kilkudziesieciu do kilkuset jednostek

astronomicznych (jedna j.a. jest równa

sredniemu promieniowi orbity Ziemi).
W niektórych przypadkach rozrzedzona

materia gazowa i pylowa bywa jednak
obserwowana az do odleglosci 2000 j.a.

lim _e_2n_(2_n_)_!-= 1
n->oo 2v:mr (2n)2n

czyli wzór Stirlinga (8), w którym podstawiono 2n zamiast n.

sin 2Lx 7r

Dla I(x) = In x(l ~ x) na przedziale [0,1] z 1(0) = In 2"

otrzymujemy:

~n2Lx 7r

Dla I(x) = In ( 2 ) na przedziale [0,1] z 1(0) = In - mamyx2+x 4

z kolei

. 24n(3n)!n! v'3

hm 3 (( ))2 = - .n->oo 3 n 2n! 2

Literatura:

Powyzszy wzór to jedna z postaci znanego wzoru Wallisa

wykorzystywanego czesto w podrecznikowych dowodach wzoru

Stirlinga (patrz np. [3]). Tutaj otrzymalismy oba wzory niezaleznie.

Zastosujmy jeszcze z ciekawosci wzór (3) do kilku innych funkcji.

(2 + x) sin 2L x
Wezmy, na przyklad, I(x) = In 2 okreslona na

x

przedziale [0,1] z 1(0) = In 7r. Rozumowanie podobne do poprzednich

prowadzi w tym przypadku do wzoru

lim _3_3n_n_!_(2_n_)_!__ En->oo ~ 22n+l(3n)! - V 3"'

. e2n 22n (3n)! (n)!
hm -------- = 1.

n->oo V3n7r 33n (n)2n (2n)!

Dzielac stronami (10) przez (9) otrzymujemy jeszcze jeden

interesujacy wzór

Widac, ze wyzej opisany sposób prowadzi do uzyskania wielu

ciekawych i uzytecznych wzorów. Wyprowadzenie dalszych

pozostawiamy inwencji Czytelnika.
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