
Poczatkowe cyfry symboli Newtona

Grzegorz BARTCZAK i Andrzej NOWICKI

Jesli n, k sa liczbami naturalnymi oraz n 2: k, to przez (~) oznacza sie liczbe

k!(:~k)l' Wiadomo, ze (~) jest liczba naturalna, bedaca liczba wszystkich

k-elementowych podzbiorów zbioru n-elementowego. Spójrzmy na kilka

przykladów.

C9197) = 1997

C9299) = 1997001

(4~4) = 19970444

C~81) = 19979587391790

(75517) = 199739353621084563

(1~62) = 19979205577825494

(7~07) = 199795303587200399319241

(4~08) = 1997841430944510255346671

(9~53) = 1997917655787531327615853237150

(~~8) = 1997837760676615

Kazda z wypisanych tu liczb rozpoczyna sie cyframi 1,9,9,7.Nasuwa sie

pytanie:

Czy dla kazdego k istnieje takie n, ze liczba (~) jest postaci 1997 ...?

Wykazemy, ze odpowiedz na to pytanie jest pozytywna. Wykazemy wiecej.

Udowodnimy nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie

Niech k bedzie liczba naturalna i niech C1 op O, C2, ... , Cm bedzie dowolnym ciagiem

cyfr ukladu dziesietnego. Istnieje wtedy taka liczba naturalna n, ze poczatkowe

cyfry liczby (~) sa równe odpowiednio C1, C2, ... , Cm.

W dowodzie tego twierdzenia wykorzystamy dwa prosciutkie lematy.

Lemat 1

Zalózmy, ze a, b, c sa liczbami rzeczywistymi, b > a oraz c > O. Istnieje wtedy

taka liczba naturalna Sa, ze dla wszystkich liczb naturalnych s 2: Sa zachodzi

nierównosc sb > sa + c.

Dowód

Niech Sa = [b~a] + 1 (przez [x] oznaczamy czesc calkowita liczby x). Wówczas

Sa jest liczba naturalna i dla wszystkich s 2: Sa mamy:

s 2: Sa = [b ~ a] + 1> b ~ a .

Zatem, jesli s 2: Sa, to s(b - a) > c, czyli sb > sa + c.

Lemat 2

Niech u, v beda liczbami rzeczywistymi i niech k bedzie liczba naturalna.

Zalózmy, ze u - v > k > 1. Istnieje wtedy taka liczba naturalna n,

ze u > n > n - k + 1> v.

Dowód

Przyjmijmy n = [v] + k. Wtedy:

u> v + k 2: [v] + k = n > n - k + 1 = [v] + 1> v.

Teraz mozemy juz udowodnic zapowiedziane twierdzenie.

Dowód twierdzenia

Niech a = W, b = {IM + 1, c = \/(k!)k-1, gdzie

M = c11Om-1 + c210m-2 + ... + Cm_110 + Cm.
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Rozwiazanie zadania M 820.

00 00

'"" k-l l '"" k2: a, + L..J2 a,k = a, +"2 L..J2 a,k
k:;::::l k=l

Z drugiej strony,

00 00 (,k+,_, )~ an =ad ~ ~ an S

S a, + L2ka'k
k=l

00

Zatem L an < 00 wtedy i tylko
n=l

00

wtedy, gdy L 2ka,k < 00, co bylo do
k=l

udowodnienia.

Rozwiazanie zadania M 821. Na mocy

zadania M 820 wystarczy zbadac

zbieznosc szeregu

L2k. (2~)<> = L (2,-<»k
k=l k=l

Dla er= l jest to, oczywiscie, szereg

rozbiezny, natomiast dla er > l - zbiezny
szereg geometryczny, co dowodzi tezy
zadania.

Rozwiazanie zadania M 822. Na mocy

zadania M 820 wystarczy zbadac
zbieznosc szeregu

00 00

'"" k l '"" lL..J 2 2k(1og,2k)<> = L..J k<>.
k=l k=l

Teza zadania wynika wiec bezposrednio
z tezy zadania M 821.

Twierdzenie jest oczywiste dla k = 1. W tym przypadku wystarczy za n przyjac

liczbe M (gdyz (li{) = M). Zalózmy wiec dalej, ze k > 1.

Z lematu 1 wynika, ze istnieje liczba naturalna t spelniajaca nierównosc

10tb> c + lOta, czyli

10tijM + 1> \J(k!)k-l + 10t-tlM.

Mnozac te nierównosc stronami przez tIkI otrzymujemy:

lOt V'(M + l)k! > k! + lOt ijM . k!

i stad

lOt V'(M + l)k! - lOt ijM . k! > k! ~ k > 1.

Z lematu 2 wynika teraz, ze istnieje liczba naturalna n spelniajaca nierównosci:

lOt V'(M + l)k! > n > n - k + 1> lOt ijM . k!.

Podnoszac to do k-tej potegi i dzielac stronami przez k! otrzymujemy:

10kt(M + 1) > nk > (n - k + l)k > 10ktM
k! k!

i stad dalej

10kt(M 1) nk n(n-l) .. ·(n-k+l) = (n) (n-k+l)k OktM+ > k! > k! k > .. > 1 .

Wykazalismy zatem, ze istnieje taka liczba naturalna n, ze

10kt(M + 1) > (~) > 10ktM .

Poczatkowe cyfry liczby G) sa wiec odpowiednio równe cyfrom liczby M, czyli

cyfrom CI, C2, ... , Cm. To konczy dowód twierdzenia. _ .

Przypomnijmy (patrz na przyklad [1]), ze liczba trójkatna nazywamy kazda
liczbe postaci

n(n + 1)

tn = 1+ 2+ ... + n = --2-- ,
a liczba tetraedralna nazywamy kazda liczbe postaci

n(n + l)(n + 2)

Tn = h+t2 + .. ·+tn = ---6---
Poniewaz tn = (ntl) oraz Tn = (n!2), wiec z przedstawionego twierdzenia
wynikaja nastepujace dwa wnioski.

Wniosek 1 ([1], str. 41)

Niech CI f. O,C2, ... , Cm bedzie dowolnym ciagiem cyfr ukladu dziesietnego.

Istnieje wtedy liczba trójkatna tn, której poczatkowe cyfry sa równe

odpowiednio CI, C2, ... , Cm.

Wniosek 2 ([1], str. 57)

Niech CI f. O,C2, ... , Cm bedzie dowolnym ciagiem cyfr ukladu dziesietnego.

Istnieje wtedy liczba tetraedralna Tn, której poczatkowe cyfry sa równe
odpowiednio CI, C2, ... , Cm.

Twierdzenie zachodzi dla cyfr dowolnego ukladu numeracji (niekoniecznie

dziesietnego). Chcac sie o tym przekonac wystarczy w przedstawionym dowodzie

zastapic wszystkie wystepujace w nim liczby 10 podstawa numeracji q > 1.

Z dowodu wynika równiez, ze liczb n, o których mowa w twierdzeniu, istnieje
nieskonczenie wiele.

Na zakonczenie zanotujmy pytanie:

Czy liczby postaci n! oraz liczby postaci (2:) maja wlasnosc opisana
w twierdzeniu ?

Autorzy nie znaja odpowiedzi na to pytanie.
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