
Kacik olimpijski (22) Pierwiastki lancuchowe

Niech x > 1 bedzie ustalona liczba rzeczywista. Rozwazmy ciagi (an) i (bn)

okreslone rekurencyjnie wzorami

2] 2h=x, an=[bn-bn, bn+1=bn-an dlanEN

(symbol [l] oznacza najwieksza liczbe calkowita nie wieksza od l). Zauwazmy

najpierw, ze wszystkie wyrazy ciagu (bn) sa dodatnie. Istotnie, mamy

bn+1 = b~ - an = b~ - [b~ - bn] 2: b~ - (b~ - bn) = bn ,

a stad wynika, ze bn 2: h > 1. Skoro tak, to mamy takze b~ 2: bn, a wiec an sa

nieujemnymi liczbami calkowitymi.

Rozwazmy teraz ciag (xn) okreslony wzorem

Xn = Jal + Ja2 + ... + va;; dla n E N.

Dla n, k naturalnych, 1 :::;k :::; n, oznaczmy Xk,n = Jak + Vak+1 + ... + va;;.
VITykazemy, ze dla kazdego k = 1,2, ... , n, przy ustalonym n E N, zachodzi
równosc

na

n

TI (bi + Xi,n)
i=k-1

n

(h-1 + Xk-1,n) TI(bi + Xi,n)
i=k

(bk + ak-d - (ak-1 + Vak + ... + va;;)

h-l + Xk-1,n

bn+1

(1)

Zalózmy prawdziwosc równosci (1) dla pewnego k. Dla k - 1 mamy wówczas,

mocy zalozenia indukcyjnego,

bL1 - xL1 n

bk_1 - Xk-1,n = b 'k-1 + Xk-1,n

bk - Xk,n

h-l + Xk-1,n

n

TI (bi + Xi,n)
i=k

Dla k = n istotnie tak jest, bowiem bn - va;; = (b; - an)/(bn + va;;)
i xn,n = va;;, a zatem z definicji bn+1 mamy bn - xn,n = bn+d(bn + xn,n).
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Errata
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Olunp'/.ady 111 aternatycznej

6. W trójkacie ABC, w którym

AB > AC, punkt D jest srodkiem

boku BC, punkt E lezy na boku AC.

Punkty P i Q sa odpowiednio

rzutan,i prostokatnym.i punktów

B i E na prosta AD. Udowodnic,

ze BE = AE + AC wtedy i tylko

wtedy, gdy A.D = PQ.

Tresc zadania 6. z zawodów stopnia

pierwszego XLIX OlImpiady

Matenlatycznej sfonTIulowano blednie.

Prawidlowe SfOl'nluJowanie jest

nastepujace:

(2)

co kOllczy dowód indukcyjny (prosze zauwazyc, ze byla to indukcja do tylu).

W szczególnosci, dla k = 1 równosc (1) przyjmuje postac

bn+1
x - Xn = n

TI (bi + Xi,n)
i=l

Poniewaz bi 2: bl = x, a liczby Xi,n sa nieujemne, wiec mianownik ulamka

po prawej stronie mozna oszacowac z dolu przez xn. Z drugiej strony,

bn+1 = b; - [b; - bn] < b; - (b; - bn - 1) = bn + 1, a stad przez indukcje

dostajemy bn+1 < h + n = x + n. Ostatecznie, z równosci (2) otrzymujemy
x+n

Ix-x 1<--·n - xn

Wobec nierównosci x > 1 mamy lim (x + n)/xn = O. Zatem ciag (xn) jest
n---+oo

zbiezny do x. Udowodnilismy w ten sposób

e-I/vn
PCn,I') = ---

n. ~

gdzie v jest srednia liczba czasteczek

w objetosci v. vVjedzac, ze wariancja
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Twierdzenie.

Dla kazdej liczby rzeczywistej x > 1 istnieje taki ciag (an) liczb calkowitych

nieujemnych, ze ciag Xn = J al + Va2 + ... + va;; jest zbiezny do x.

Przyklady.
(a) Dla x = 3 mamy h = 3 = b2 = b3 = ... oraz al = [32 - 3] = 6 = a2 = a3 = ...
Ogólnie, dla dowolnej liczby naturalnej n > 1, mamy

n = J n 2 - n + J n 2 - n + V." .",

(b) Gdy x = (1 + -../5)/2 jest wspólczynnikiem zlotej proporcji, wszystkie wyrazy

ciagu an sa równe 1.
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