
Ksiezyce Hipokratesa Witold BEDNAREK

Rys. l

Rys. 2

Rys.3

Rys.4

1. Niech W bedzie wielokatem wpisanym w okrag 0(0, R). Ksiezycem

Hipokratesa wielokata W nazwiemy kazda figure ograniczona lukiem okregu

o( O, R) i pólokregiem lezacym na zewnatrz wielokata W, opartym na jednym

z boków tego wielokata (rys. 1).

Uwaga. W naszych rozwazaniach zalozymy dodatkowo, ze O E T~.

Niech al, a2, ... , an oznaczaja dlugosci boków wielokata Wopolu 8;

51, 52, ... ' 5n - pola ksiezyców Hipokratesa; Tl, T2, ... , Tn - pola odcinków

kola k(O, R) wyznaczonych przez boki wielokata W (rys. 2). Mamy wówczas

7r (ak)2 •,'h + Tk ="2""2 dla k = 1,2, ... ,11

oraz 5 + (Tl + T2 + ... + Tn) = 7r R2 . Z tych równosci wynika,

ze (51 + 52 + ... + 5n) - 5 = i(aI + a~ + ... + a;; - 8R2). Wobec tego suma

pól ksiezyców Hipokratesa wielokata W jest równa jego polu wtedy i tylko

wtedy, gdy

() 2 2 2 ~1 al + a2 + ... + an = 8R~ .

W tym artykule zajmiemy sie poszukiwaniem wielokatów, których pole jest

równe sumie pól ich ksiezyców.

2. Hipokrates odkryl, ze suma pól ksiezyców trójkata prostokatnego jest równa

jego polu (rys. 3). Istotnie, wobec twierdzenia Pitagorasa mamy

2 2 2 2 (a3) 2 .al + a2 + a3 = 2a3 = 8""2 '

a R = a3/2 jest dlugoscia promienia okregu opisanego na trójkacie prostokatnym

o przeciwprostokatnej a3. (Zauwazmy, ze ksiezyc oparty na przeciwprostokatnej

degeneruje sie do luku.)

Postawmy pytanie: czy istnieje trójkat nieprostokatny, którego pole jest równe

sumie pól jego ksiezyców?

Zalózmy, ze zachodzi warunek (1), tzn. aI + a~ + a~ = 8R2. Jak wiadomo,

4R = ala2a3/5 oraz (wzór Herona) 5 = Vp(p - al)(p - a2)(p - a3), gdzie p

oznacza polowe obwodu trójkata. Z tych trzech równosci natychmiast wynika,

ze

2(ai + a~ + a~)p(p - ad(p - a2)(p - 0.3) = aia~a~.

Po przeksztalceniach otrzymujemy stad

( 2 2 2)( 2 2 2)( 2 2 2) Oal - a2 + a3 al - a2 - 0.3 al + a2 - a3 = .

Powyzsza równosc zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy kwadrat dlugosci pewnego

boku trójkata jest suma kwadratów dlugosci pozostalych boków. Oznacza to,

ze warunek (1) nie zachodzi dla zadnego trójkata nieprostokatnego.

3. Poszukajmy teraz czworokatów spelniajacych warunek (1). Oczywiscie,

spelniaja go czworokaty zlozone z dwóch trójkatów prostokatnych wpisanych

w okrag - w szczególnosci prostokaty oraz deltoidy o katach prostych miedzy

bokami róznej dlugosci (rys. 4 i 5).

Rozwazmy inny przypadek szczególny - trapez równoramienny. Przy

oznaczeniach z rysunku 6 mamy

( )2

2 al 2 2 2 a2 2 2 2 al - a2 2

x + (""2) = R, Y + (""2) = R, (x + y) + 2 = a3 .

Po wyrugowaniu z tych równan x i y otrzymujemy

R2 _ a~(a~ + ala2)

- 4a~ - (al - a2)2 .
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Rys. 5

Rys. 6

Rys. 7

Rys. 8

Uwzgledniajac dodatkowo warunek (1) równosci pól trapezu i jego ksiezyców,

otrzymamy po przeksztalceniach

(al - a2)2(2a~ - (ai + a3)) = O.

Warunek ten jest spelniony wtedy i tylko wtedy, gdy al = a2 (trapez jest

~wówczas prostokatem) lub gdy a3 = V ~ (dlugosc ramienia trapezu jest
srednia kwadratowa dlugosci podstaw - ten warunek jest spelniony np. dla

trapezu równoramiennego o bokach 7, 1, 5, 5).

4. Wiemy juz, ze pole trójkata równobocznego nie jest równe, a pole kwadratu

jest równe sumie pól odpowiednich ksiezyców Hipokratesa. Okazuje sie, ze nie

istnieja inne wielokaty foremne, których pola bylyby równe sumie pól ksiezyców

Hipokratesa. Oto dowód.

Dlugosc boku n-kata foremnego oznaczmy przez a. Zakladamy, ze n> 4. Mamy

(patrz rys. 7) a = 2Rsin;;-, a wiec warunek (1) przybiera postac

8R2 = n. a2 = 4nR2sin2 ~.
n

Stad otrzymujemy sin 71' 1n = ~. Z drugiej strony, dla dodatnich a zachodzi

nierównosc sin a < a, a zatem byloby sin 71' In = ~ < 7f In, co prowadzi do

konkluzji n < 71'212 < 5, sprzecznej z zalozeniem n > 4.

5. Na koniec udowodnimy, ze dla kazdego n > 4 mozna w okrag wpisac n-kat,

którego pole jest równe sumie pól jego ksiezyców Hipokratesa. Rozwazmy w tym

celu okrag o srodku O i promieniu R oraz punkty Al, A2, .. , , A" tego okregu,

które wyznaczaja katy wpisane al, a2, ... , a" (patrz rys. 8). Korzystajac

z twierdzenia cosinusów dla trójkatów AlOA2, A20A3, ... , A"OAl, mozemy

warunek (1) przepisac w postaci

(2R2 - 2R2 cos a!) + (2R2 - 2R2 cos (2) + ... + (2R2 - 2R2 cos a,,) = 8R2

lub równowaznie

(2) cos al + cos a2 + ... + cos a" = n - 4 .

Aby rozwiazac nasz problem, nalezy podac liczby dodatnie al, a2, ... , etn, me

wieksze niz 71', spelniajace równosc (2) oraz równosc

(3) al + a:! + ... + a" = 271' .

P ... I( 3) 5 7rrZYJmlJmy e~l = a2 = .. , = an-3 = a n - , a,,-2 = 671' - a, an-l = 2'
a" = ~7r. Równosc (3) jest wówczas spelniona. Nalezy jeszcze wykazac,

ze istnieje liczba a E (O, ~7r), dla której spelniona jest równosc (2), czyli

et (5) l
(n - 3) cos -- + cos -71' - a = n - 3 - .n-3 6 2

Rozwazmy funkcje f( x) okreslona wzorem

x (5)f (x) = (n - 3) cos n _ 3 + cos '6 71' - X •

Obliczmy f(~) i f(~). Mamy

(71') 71' 2 2 lf '6 = (n - 3) cos 6(n _ 3) + cos '371' < (n - 3) + cos '371' = n - 3 '3 .

Z drugiej strony, z nierównosci cos a > 1 - a2/2, dla et > 0, wynika, ze

f (i) = (n - 3) cos 3(n ~ 3) > (n - 3) (1 - ~ (3 (n ~ 3) ) 2)
71'2-n-3-----

- 18(n-3)'

Poniewaz n ~ 5, wiec prawa strona powyzszej nierównosci jest, jak latwo

sprawdzic, wieksza od n - 3~. Funkcja f jest ciagla, a wiec ma wlasnosc

Darboux: istnieje a E (~, ~)~ takie, ze f(a) = n - 3t. To spostrzezenie konczy
dowód.
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