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Wprowadzenie

Poszukiwanie trójkatów prostokatnych o bokach dlugosci calkowitej

(tzw. trójkatów pitagorejskich) to bardzo dawny slad ludzkiego zainteresowania

matematyka. Juz w starozytnym Babilonie i Egipcie znano wiele takich

trójkatów.

J ak wiadomo, dla dowolnych niezerowych liczb calkowitych m i= n i A i= O liczby

(1) a = 2Amn, b = A(m2 - n2), c = A(m2 + n2)

sa (z dokladnoscia do znaku, którym sie przejmowac nie bedziemy) dlugosciami

boków trójkata pitagorejskiego. Taki trójkat nazwiemy pierwotnym, jesli

NVV D( a, b, c) = 1. Jak latwo sprawdzic, dla A = 1 oraz wzglednie pierwszych

m, n róznej parzystosci, otrzymujemy trójkat pierwotny. Co wiecej, wszystkie

trójkaty pierwotne mozna otrzymac w ten sposób.

Trójkaty pitagorejskie i ich wlasnosci interesowaly naj rózniejszych autorów

(zob. np. [1], [2], [8]). Byl wsród nich Charles Lutwidge Dodgson, matematyk

o dosc szerokich zainteresowaniach, lepiej znany jako Lewis CarroU, autor

Przygód Alicji w krainie czarów (1865). N a stronie 343 ksiazki Life and Letters

of Lewis Carroll [3] znalezc mozna nastepujacy zapisek z jego dziennika:

19-ty grud. (niedz.) - Siedzialem noca do 4-tej nad kuszacym problemem,

nadeslanym z N. Jorku: "znalezc trzy równe 6-ty prost. o wymiernych bokach" .

Znalazlem dwa, o bokach 20, 21, 29 i 12, 35, 37; nie moglem znalezc trzech.

CarroU szukal wiec trzech trójkatów pitagorejskich o równych polach. Mimo

porazki postawil hipoteze, ze takich trójek trójkatów pitagorejskich istnieje

nieskonczenie wiele. (Uwaga: dwie trójki uznajemy za identyczne, jesli boki

wszystkich trójkatów jednej z nich mozna uzyskac, mnozac boki trójkatów

drugiej trójki przez pewna liczbe wymierna). Spróbujmy pomóc pisarzowi

w rozwiazaniu jego zadania.

Trójki trójkatów pitagorejskich o równym polu

Zacznijmy od znalezienia w mozliwie systematyczny sposób dwóch trójkatów

pitagorejskich o równym polu. Wezmy trójkaty o bokach równych odpowiednio

-2 b - 2 2 _ 2 2.al - mn1, l - m - n1, c1 - nl + n1 ,

a2 = 2711,n2, b2 = m2 - n~, C2 = m2 + n~ .

Dodatkowe zyczenie, by oba trójkaty mialy jednakowe pole P, prowadzi do
równania

(2) P = mn1(m2 - ni) = mn2(m2 - n~).

Dzielac obie strony przez m i zbierajac skladniki zawierajace m po lewej stronie,

otrzymujemy

(3) m2(n1 - n2) = ni - n~ = (n1 - n2)(ni + n1n2 + n3).

Przy zalozeniu n1 - n2 i= O mamy wiec

(4) m2 = ni + n1n2 + n~.

Rozwiazujemy (4) jako równanie kwadratowe z niewiadoma n1 i widzimy, ze

(5) n1 = -t(n2 - V4m2 - 3n~).

Skoro wynik jest liczba calkowita, wyróznik musi byc pelnym kwadratem, wiec

dla pewnego a E N zachodzi równosc

(6) (2m)2 - 3n~ = a2 .

Równanie diofantyczne (6) znane jest jako tzw. równanie Pella. Dobrze wiadomo
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Dla tych, którzy o równaniu Pella nie

wiedza i nie chca wiedziec wszystkiego,

proponujemy droge na skróty. Okreslmy

dwa ciagi liczb naturalnych ]Jn i q11

wzorami rekurencyjnymi: Po = 2, qo = 1,

Pn+l = 7pn + l2qn,

qn+l = 4pn + 7qn.

Latwo wykazac przez indukcje, ze dla

kazdego n. liczba Pn jest parzysta,

niepodzielna przez 3 i p~ - 3q~ = 1

Otrzymujemy wiec nieskOl1czona serie

"ozwiazan (pn/2, qn) równania Pella (6)

dla szczególnej wartosci a = l.

Czytelnik zechce sprawdzic,

ze nieskonczenie wiele trójek pierwotnych

trójkatów pitagorejskich o równym polu

mozna otrzynlac, wykorzystujac opisane

wyzej ciagi Pn i qn oraz wyznaczona

przez nie serie rozwiazan równania Pella.

Nazwa: Grzdaciel

M. zam.: Ukl. fi. And

(zob. np. [7]), ze ma ono nietrywialne rozwiazania (tzn. n3 (j. {O, ±m}), gdy m

jest liczba pierwsza postaci m = 6N + 1 (lub iloczynem takich liczb).

Kazde rozwiazanie równania Peli a (6) prowadzi do rozwiazania wyjsciowego

równania (2). Istotnie, z (6) wynika, ze n2 i et sa tej samej parzystosci, zatem

z warunku (5) nI jest liczba calkowita. Mamy tez nI # n2 (w przeciwnym

przypadku liczba m dzielilaby sie przez 3).

A teraz zdarza sie cud. Choc zaczelismy od szukania dwóch trójkatów, w istocie

znalezlismy trzy. Dlaczego? Otóz, równanie (2) oznacza, ze nI i n2 sa róznymi

pierwiastkami wielomianu trzeciego stopnia p(x) = x(x - m)(x + m) + fIl. Trzeci

pierwiastek tego wielomianu spelnia, zgodnie z twierdzeniem Viete'a, warunek

(7) nI + n2 + n3 = O

(dla niewtajemniczonych: zapisujemy wielomian w postaci iloczynu czynników

liniowych i sprawdzamy wspólczynnik przy x2). Podobnie, nln2n3 = -fIl # O.

Wynika stad, ze liczby calkowite nI, n2 i n3 sa rózne od ±m (bowiem

p(±m) # O) i w dodatku maja rózne moduly. Zatem, trójkaty pitagorejskie

Di (i = 1,2,3) o bokach 2mni, m2 - n; oraz m2 + n; maja to samo pole

p = -mnl n2n3· Ich przeciwpostokatne Ci sa rózne, wiec Di nie sa przystajace.

Znaleziona trójka ma specjalna wlasnosc: z (7) wynika, ze przynajmniej

jedna z liczb ni jest parzysta. Latwo tez zauwazyc, ze zadna z ni nie jest

wielokrotnoscia m. Gdy liczba m jest pierwsza, to przynajmniej jeden

z trójkatów Di jest trójkatem pierwotnym. Zatem trójka Di, i= 1,2,3, jest

wówczas pierwotna - w tym sensie, ze nie ma liczby naturalnej, która dzielilaby

jednoczesnie dlugosci wszystkich g boków znalezionych trójkatów.

Czy moze sie zdarzyc, ze dla róznych m otrzymamy te sama trójke? Nie! By sie

o tym przekonac, zauwazmy, ze dokladnie jedna z liczb ni, powiedzmy nI, ma

modul wiekszy od Iml (trzeba spojrzec na wykres wielomianu p( x)). Trójkat Dl

ma wiec w naszej trój ce przyprostokatna o najwiekszej dlugosci z. Jesli x i y sa

dlugosciami przyprostokatnych Dl, to z definicji boków Di mamy wtedy

~. (7=yalbo m = V ~-2- E N, albo m = V ~-2- E N,

(tylko jeden z ulamków pod pierwiastkiem ma wartosc naturalna). Zatem, trójka

wyznacza liczbe m.

Dla kazdej liczby pierwszej m = 6N + 1 otrzymujemy trójke pierwotna

trójkatów pitagorejskich o równych polach. Ile jest takich m? Przypomnijmy

twierdzenie Dirichleta: kazdy ciag arytmetyczny, którego kolejne wyrazy sa

wzglednie pierwsze, zawiera nieskOllczenie wiele liczb pierwszych. Istnieje

wiec nieskOllczenie wiele liczb pierwszych postaci m = 6N + 1. Podsumujmy

dotychczasowe rozwazania.

Twierdzenie. Istnieje nieskonczona rodzina trójek trójkatów pitagorejskich

o równych polach. W szczególnosci, dla róznych liczb pierwszych postaci

m = 6N + 1 otrzymujemy rózne trójki pierwotne trójkatów pitagorejskich

o polu P = mnl(n + l), gdzie n i l sa naturalnymi rozwiazaniami równania

m2 = n2 + ni + i2.

Uwaga. Opisana metoda nie daje wszystkich trójek pierwotnych. Wsród

pominietych trójek pierwotnych jest np. trójka

al = 4080 bl = 1001 CI = 4201

a2 = 1430 b2 = 2856 C2 = 3194

a3 = 528 b3 = 7735 C3 = 7753

- dostaniemy ja, kladac we wzorach (1) A = 1 oraz (ml,nI) = (51,40),

(m2, n3) = (55,13), (m3, n3) = (88,3). Wspólne pole trójkatów to P = 2042040.

Mozna udowodnic, ze zadna trójka o mniejszym polu nie jest pominieta.

Przyklad zostal znaleziony przy uzyciu programu Mathematica.
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_ Zadania

Wzór Fermata

CanoU najwyrazniej nie wiedzial o 8postrzezeniu Fermata poczynionym

w [4]: jesli z jest przeciwprostokatna, a b i d przyprostokatnymi trójkata

prostokatnego o bokach wymiernych, to mozna otrzymac nowy trójkat

prostokatny o wymiernych bokach i tym 8amym polu, kladac

I Z4 + 4b2d2 I z4 - 4b2d2 I 4z2bd

z = 2z(b2 _ d2) , b = 2z(b2 _ d2) , d = ,,~ _~,

!terujac powyzszy wzór n-l razy, otrzymamy n trójkatów prostokatnych

o równych polach i bokach dlugosci wymiernej. Pon1llozenie wszystkich boków

przez odpowiednia liczbe calkowita zmieni dlugosci boków w liczby calkowite

i, oczywiscie, nie naruszy warunku równosci pól. Nie mamy jednak pewnosci,

czy niektóre z otrzymanych trójkatów nie beda przystajace. Zakonczmy wiec

niniejszy artykul zadaniem dla Czytelników.

Zadanie. Udowodnic, ze dla kazdego n E N istnieje nieskOllczona rodzina

(pierwotnych) n-tek trójkatów pitagorejskich o równych polach.

Z angielskiego przelozyl P. S.

Redaguje Krzysztof OLESZKIEWICZ

Rozwazamy funkcje o wartosciach rzeczywistych

okreslone na zbiorze {-l, l}n, na który mozna patrzec

jako na zbiór wierzcholków n~wymiarowej kostki

[-l, 1]n Dla kazdego podzbioru A zbioru {l, 2, ... , n}

funkcje w A : {-l, l} n ---+ R definiujemy wzorem

WA(Xl, X2, ... , xn) = II Xi· Przyjmujemy, ze W0 == 1.
iEA

Funkcje WA tworza tzw. uklad Walsha.

M 832. Udowodnic, ze dla A, B C {l, 2, ... , n}

zachodzi tozsamosc WA . WB = WA+B, gdzie

A 7 B = (A U B) \ (A n B) oznacza róznice symetryczna

zbiorów A iB.

Rozwiazanie na str. 16

M 833. Udowodnic, ze dla kazdej funkcji I:{-l,l}n ---+ R
mozna dobrac takie liczby rzeczywiste aA, ze

1= LAC{1,2, ... ,n} aAWA·
Rozwiazanie na str. 15

M 834. Dla I: {-l, l}n ---+ R zdefiniujmy funkcje

LI: {-l, l}n ---+ R wzorem

LI(xl, ... ,Xn) = ~(/(-Xl,X2, ,Xn)+

+/(Xl, -X2,X3, ... ,xn) + + I(Xl, ... ,Xn-l,-Xn))

(tzn. funkcje LI otrzymujemy, usredniajac wartosci I

w sasiednich wierzcholkach kostki). Udowodnic,

ze LWA = (l - ~card A)WA, gdzie card A oznacza liczbe
elementów zbioru A.

Rozwiazanie na str. 16

Uwaga. Powyzsze wyniki mozna wykorzystac do wykazania
ergodycznosci symetrycznego bladzenia losowego po wierzcholkach

n-wymiarowej kostki (do sasiednich wierzcholków przechodzimy
z prawdopodobiel1stwem l/n).
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Redag7lje Jaroslaw KULPA

F 467. Od lat fizycy zastanawiaja sie, czy neutrino

ma mase spoczynkowa. Oszacowac, jaka teoretycznie

najwieksza mase moze miec neutrino i wyrazic te mase
w elektronowoltach.

Przyjac, ze liczba neutrin we Wszechswiecie jest

porównywalna zlicz ba fotonów promieniowania reliktowego

majacych widmo ciala doskonale czarnego o temperaturze

T = 2,74 K. Koncentracja fotonów wynosi n = (l. (~,~)3,
gdzie a = 60,4 jest wspólczynnikiem liczbowym, k - stala

Boltzmanna, natomiast h - stala Plancka. Przyjac,

ze gestosc Wszechswiata jest równa w przyblizeniu gestosci

krytycznej Pkr = 5,5· 10-27 ~, masa zas obserwowalnej

jasnej materii jest dziesieciokrotnie mniejsza.

Rozwiazanie na str. 6

F 468. Kiedy w momencie gaszenia swiatla otwieramy

oczy, widzimy przez chwile proces stygniecia wlókna

zarówki. Oszacowac czas tego procesu, gdy temperatura

wlókna spada od Tl = 2800 K do T2 = 1000 K, tj. do

granicy odbierania WraZeJl wzrokowych. Dane dotyczace

zarówki i wlókna: moc zarówki P = 100 W, prorniell

przekroju wlókna r = l . 10-4 m, gestosc wolframu

P = 19 300~, masa molowa wolframu li = l84-1L],m mo

emisyjnosc wolframu w porównaniu z cialem doskonale

czarnym k = 40%.

Prawo Stefana-Boltzmanna mówi, ze moc promieniowania

jednostkowej powierzchni ciala doskonale czarnego

wynosi (T • T4, gdzie (T = 5,67 . 10-8 Wrn -2K-4 jest

stala Stefana-Boltzmanna. Cieplo molowe cial stalych

w wysokich temperaturach wynosi C = 3 R, gdzie

R= 8,3l4J·K-1mol-1 jest stala gazowa.

Rozwiazanie na str. 6


