
Zasada szufladkowa Dirichleta w mechanice

Henryk ZOLADEK

Zastosowania zasady Dirichleta, które opisujemy

ponizej, opieraj a sie na jednym podstawowym

zjawisku.

Niech SI bedzie okregiem parametryzowanym przez

kat mod 27r. Rozwazmy obrót tego okregu o kat a.

Obrazy punktu <p przy powtarzaniu obrotu tworza
zbiór

<p, <p + a, <p + 2a, <p + 3a, ..• (mod 27r)

nazywany orbita punktu <p.

<Pl = 27rk sa utozsamiane; podobnie jest z liniami

<P2 = 27rm.

CP2

21t

Rys. 2.

Równania ruchu i ich rozwiazanie (2) mozna teraz

zrzutowac na torus. Otrzymamy tak zwana obmotke.

gdzie Wl, W2 sa skladowymi stalej predkosci punktu,

a kropka oznacza pochodna wzgledem czasu.

Rozwiazaniami sa proste

<Pl = Wl, <P2 = W2 ,(1)

Rozwazmy punkt materialny na plaszczyznie <Pl, <P2,

poruszajacy sie ruchem bezwladnym i prostoliniowym

(przyspieszenie jest równe zeru). Równania ruchu sa

postaci

Twierdzenie 1.

(a) Jesli a/27r = p/q, q> O, jest ulamkiem

nieskracalnym, to orbita kazdego punktu okregu jest

zbiorem q-elementowym.

cp+4a

Rys.!.

(b) Jesli a/27r jest liczba niewymierna, to orbita

kazdego punktu okregu tworzy zbiór wszedzie gesty na

okregu.

Zbiór A jest wszedzie gesty na okregu, jesli kazdy luk zawiera

przynajmniej jeden punkt zbioru A.

Dowód tego twierdzenia, w przypadku (b)

przeprowadzony za pomoca zasady szufladkowej

Dirichleta, pojawial sie w Delcie wiele razy

(np. w artykule R. Kolodzieja o Wielkim Twierdzeniu

Ponceleta w numerze 6/1997). Jego zastosowania

wykraczaja poza mechanike, o czym mozna przekonac

sie np. rozwiazujac samodzielnie ponizsze zadanie (tez

juz w Delcie omawiane).

Zadanie.

Rozwazmy ciag pierwszych cyfr poteg dwójki:

1,2,4,8,1,3,6,1,2,5,1,2,4,8, ...

Czy wystapi w tym ciagu cyfra 7?

Okazuje sie, ze w zaskakujaco duzej liczbie przykladów

mechanicznych i geometrycznych zachodzi alternatywa

analogiczna do tej z Twierdzenia 1.

Przyklad 1. Obmotka torusa. Torus T2 jest to

iloczyn kartezjanski dwu okregów, T2 = SI X SI;

torus wyglada jak powierzchnia detki (scislej: jest

jej topologicznie równowazny). Wygodnie jest

przedstawiac go jako plaszczyzne <Pl, <P2 zwinieta

w dwu prostopadlych kierunkach: wszystkie linie

Rys. 3. Obmotka torusa.

Mówimy, ze liczby Wl, W2 sa wymiernie niezalezne,

jesli z równosci kIWI + k2w2 = O, z calkowitymi kI,

k2, wynika, ze kI = k2 = O. Na przyklad: .J6 i V8 sa

wymiernie niezalezne, a J2 i V8 - nie.

Twierdzenie 2.

(a) Jesli Wl i W2 sa wymiernie zalezne, to kazda krzywa

fazowa (2), zrzutowana na torus, jest zamknieta.

(b) Jesli Wl iW2 sa wymiernie niezalezne, to kazda

krzywa fazowa (2) jest wszedzie gesta w torusie.

Dowód.

(a) Jesli kIWI + k2w2 = O, ki + k~ =1= o, to równania

z niewiadoma T,

<Pl (T) = <pl(O) + 27rk2, <P2(T) = <P2(0) - 21rkl ,

sa niesprzeczne. Ich wspólne rozwiazanie stanowi okres

krzywej (2) na torusie.
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(b) Gd~ Wl i W2 sa wymiernie niezalezne, to

liczba W2/Wl jest niewymierna. Rozwazmy punkty

kolejnych przeciec krzywej fazowej (2) z poludnikiem

'Pl = O (mod 27r) (rysunek 4). Ich szerokosci

geograficzne beda równe

'P2,k = 'P2,O + 27r(W2/Wl)k (mod 27r).

To zas jest orbita punktu 'P2,O okregu wzgledem

obrotu o kat 27rW2/Wl. Z Twierdzenia 1 wynika,

ze jest ona gesta na okregu. Poniewaz kolejne galezie

trajektorii (2) w T2 sa równolegle, wiec dostajemy

stad gestosc calej krzywej (2) w torusie.

Zadanie.

(a) Wykazac, ze dla w = 1 pozostale krzywe Lissajous sa

elipsami o srodku w O. Przesledzic, jak zmieniaja sie przy

zmianie 0:'2 z 0'1-

(b) Dowiedziec sie, co to sa wielomiany Czebyszewa i wykazac,

ze dla w = n, cq = -1r/2, 0'2 = -n1r/2 krzywa Lissajous lezy

w wykresie wielomianu Czebyszewa.

Twierdzenie 3.

(a) Jesli w jest liczba wymierna, to krzywa Lissajous

jest krzywa okresowa (zamknieta). (b) Jesli w jest liczba

nie wymierna, to krzywa Lissajous zapelnia gesto ekran

oscyloskopu.

Rys. 6. Przyklady krzywych Lissajous.

x = -(g/l)x

.. 2
X2 = -w X2.

Rys. 7.

(4)

Energia kazdego z wahadel sklada sie z energii

kinetycznej ~vl, gdzie Vi = Xi, oraz z energii

potencjalnej ~xi (lub ~w2xD i jest stala:

1212 12122
(5) -VI + -Xl = El, -V2 + -w x2 = E2.

2 2 2 2

Równania (5) okreslaj a w czterowymiarowej

przestrzeni Xl, X2, VI, v2 dwuwymiarowa powierzchnie.

Jest to iloczyn kartezjanski krzywych zadanych

w plaszczyznach fazowych Xl, VI i X2, V2 obydwu

ukladów. Poniewaz krzywe te sa topologicznie

Dla dowodu tego twierdzenia potrzebny nam bedzie

Przyklad 3. Male drgania ukladu niezaleznych

wahadel. Równanie wahadla w przyblizeniu dla

malych drgan (tzn. tam, gdzie sin X ~ X) ma postac

(g jest przyspieszeniem ziemskim). Mozna zawsze

dobrac skale czasu tak, aby wspólczynnik przy X

wynosil 1. Zalózmy, ze mamy dwa niezalezne takie

wahadla (np. jedno podwie,szone pod drugim);

odpowiada im uklad równan

Aby znalezc ksztalt tej krzywej, wezmy walec

z podstawa o promieniu Al i tasme o szerokosci 2A2.

Narysujmy na tasmie sinusoide o okresie 27rAdW

i amplitudzie A2 i naklejmy ja na powierzchnie

boczna walca. Okaze sie wtedy, ze rzut sinusoidy na

plaszczyzne Xl, X2 to wlasnie krzywa Lissajous.

Ksztalt krzywej Lissajous w istotny sposób zalezy od

liczby w. N a przyklad, dla w = 1 i al = a2 krzywa (3)

to przekatna prostokata. Dla w = 1 i a2 = al + 7r

dostajemy druga przekatna·

Rys. 4.

Przyklad 2. Krzywe Lissajous. Figury Lissajous

mozna ogladac na oscyloskopie, jesli poda sie dwa

niezalezne oscylujace napiecia na cewki odchylajace.

Matematycznie opisuja sie one nastepujaco.

W prostokat lXII < Al, IX21 < A2 wpisujemy krzywa

(3) Xl = Al sin(t + ad, X2 = A2 sin(wt + (2)'

Poruszajacy sie punkt materialny dokonuje

niezaleznych drgan: z czestotliwoscia 1 i amplituda Al

w poziomie i z czestotliwoscia w i amplituda A2

w plOme .

Rys. 5.
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M/r2

±V2(E - V(r))

d'P

dr
(8)

To równanie mozna po prostu scalkowac (choc

nie zawsze odpowiednia calka wyraza sie przez

kwadratury). My ograniczymy sie do opisu ruchu.

r = -V'(r),

gdzie V(1") = U(r) + M2/2r2 jest tzw. efektywna

energia potencjalna. Jednokrotne scalkowanie prowadzi

do prawa zachowania energii, lr2 + V(r) == E, które

pozwala wyliczyc predkosc zmian r:

to zmienna r wydzieli sie: otrzymamy równanie

Z drugiej strony, równanie (7) okresla predkosc

zmian 'P. Oba równania pozwalaja wyznaczyc

równanie trajektorii 'P = 'P( r). Dzielac je stronami,

czyli eliminujac czas, dostajemy

r = ±V2(E - V(r)).

(7)

oraz

Z lematu wynika, ze

M = I(r~) x (r~ + r<jJe<p)I = r2<jJ, dla <jJ > O.

Aby zapisac równania Newtona w nowych

wspólrzednych, rózniczkujemy równanie (6)

wykorzystujac powyzsze wzory. Dostaniemy

i = (rer + r<jJe<p)'= (r - r<jJ2)er + (2r<jJ + r<i;)e<p.

Poniewaz sila wynosi F (r) er, wiec porównanie

skladowych radialnych daje r = F(r) + r<jJ2. Jesli

uwzglednimy prawo zachowania momentu pedu

Rys. 8.

e,. = <jJe<p, e<p= -<jJer .

Dowód na podstawie rysunku 8 pozostawiamy

Czytelnikowi.

(6)

Niestety, teraz musimy dokonac pewnych

przeksztalcen. Chcemy rozdzielic zmienne

i dlatego przejdziemy do biegunowego ukladu

wspólrzednych r, 'P.

Lemat. Zachodza zaleznosci:

tg'Pl = Vl/Xl, tg'P2 = V2/WX2'

Wtedy okaze sie, ze:

l) 'Pl(t) = t + al, 'P2(t) = wt + a2, czyli rozwiazanie

ukladu (4) okresla obmotke torusa.

2) Prostokat lXii < Al, IX21 < A2 jest rzutem

torusa (5) na plaszczyzne Xl, X2·

3) Rzuty krzywych fazowych ukladu (4) sa krzywymi

Lissajous w prostokacie.

Stad wynika Twierdzenie 3.

Przyklad 4. Ruch w polu centralnym.

Niech x = (Xl, X2) oznacza wektor w ~2 i niech

r = J xi + x~ oznacza jego dlugosc. Oznaczmy

przez ~ = x/r jednostkowy wektor w kierunku

x#- 0, a przez e<p= (-X2, xd/r jednostkowy wektor

w kierunku zmian kata biegunowego 'P (rys. 8). Mamy

x=r~.

Zadanie.

Udowodnic, ze M(t) = const i ze jest to równowazne stalosci

p,.~dkosci polowej: w jednakowych odst~pach czasu wekto,.

wodz'l:cy zahesla ,.ówne pola (rys. 8).

Z mechaniki wiadomo, ze w takim ukladzie

jest zachowywana jego energia calkowita

E = li12/2 + U(r), gdzie U(r) = - J:oF(s)ds jest

energia potencj alna. Co wiecej, drugie prawo Kepiera

mówi, ze zachowany jest moment pedu punktu

wzgledem poczatku ukladu wspólrzednych.

Momertt pedu to iloczyn wekt<?rowy promienia

wodzacego x i wektora pedu x (mase przyjelismy

równa l). Mamy zatem

M = Ix x xl = IX1X2 - X2X11 = const.

x = F(r)er .

Na przyklad, dla wahadla sferycznego w przyblizeniu

dla malych drgan mamy F(r) = -r, a dla zagadnienia

Keplera (czyli ruchu w polu grawitacyjnym

wytworzonym przez mase umieszczona w x = O) jest

F(r) = -cr-2.

Ruch punktu materialnego w centralnym polu sil jest

opisany wzorem Newtona

okregami, wiec uklad równan (5) opisuje torus T2

w ~4 = {(Xl,X2,Vl,V2)}'

Lemat. Równania (4)maja rozwiazania postaci (3).

Rzeczywiscie, przekonujemy sie o tym rózniczkujac

dwukrotnie funkcje Xl,2(t). Przy okazji sprawdzamy,

ze Vi = Al cos(t + al), V2 = W cos(wt + (2)'

Jesli teraz Ai = 2El, A~ = 2E2, to krzywa fazowa

{Xl(t), X2(t), Vl(t), V2(t)} lezy na torusie (5).

Wprowadzmy jeszcze zmienne katowe 'Pl, 'P2 na torusie

tak, aby
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rmax

Zalózmy, ze wykres efektywnego poten.cjalu ma

ksztalt pokazany na rysunku 9. Równanie (8) moze

zachodzic tylko dla V(r) < E, czyli w pierscieniu

rmin ~ lxi ~ rmax· Ten pierscien pelni role prostokata

z teorii figur Lissajous.

v

Nietrudno tu dostrzec obroty, np. kolejne powroty

na okrag apocentryczny. Jesli kat O:" z rysunku 9 jest

niewspólmierny z 'lr, to trajektoria dowolnego punktu

jest gesta w pierscieniu, a w przeciwnym przypadku

jest krzywa zamknieta. Mozna tutaj tez znalezc torus

T2 C JPl.4 z obmotka, której rzut jest nasza trajektoria.

Jako ciekawostke przytocze przeksztalcenie (znalezione przez

K. Bolina), które zamienia uklad wahadla sferycznego w uklad

KepIera: jesli zespolona funkcja z = z(t) = Xl + iX2 E C

spelnia równanie Hooke'a z = -z, to zmienna Z = z2 z nowym

czasem T, dla którego moment pedu pozostaje staly, spelnia

równanie powszechnego ciazenia d2 Z/dT2 = -cZ/[ZI3.

Otrzymuje sie stad okresowosc orbit keplerowskich, a nawet

wiecej, mozna wykazac, ze gdy zmienna z(t) zakresla elipse

o srodku w O, to Z( T) = z2 (t) zakresla elipse z ogniskiem w O

(pierwsze prawo KepIera) . Zainteresowanym polecam ksiazke

V.I. Amolda Huygens i Barrow, Newton i Hooke (po rosyjsku).

Rys. 9.

Gdy w (8) mamy znak + i r rosnie, to rosnie

takze i <p. W pewnym momencie r osiaga wartosc

maksymalna (apocentrum). Nastepuje zmiana znaku

w pierwiastku, r zas zaczyna malec. Potem r osiaga

perycentrum rmin, znowu zaczyna rosnac i sytuacja

powtarza sie.

Przyklady, których nie udalo sie nam omówic, to

m.in. geodezyjne na powierzchni obrotowej i na

elipsoidzie trójosiowej, oraz ogólne calkowalne uklady

hamiltonowskie. Okazuje sie, ze jesli uklad jest

calkowalny, to przestrzen jego mozliwych polozen

rozbija sie na torusy, na których trajektorie tworza

ob motki (twierdzenie Liouville'a-Arnolda).

_ Zadania Redaguje Lukasz WIECHECKI

M 838. Dany jest taki trójkat ABC, ze IABI = IBCI oraz L.BAC = 800.

Punkt T nalezy do odcinka BC i IBTI = IACI. Znalezc kat T AC.
Rozwiazanie na str. 12

M 839. Niech n, m, k beda liczbami naturalnymi, m > n. Która liczba jest

wieksza:

Jn + Vm + .Jn + ... czy / m + Vn + .Jm + ... ?

W kazdym z powyzszych wyrazen jest k pierwiastków kwadratowych, a n i m

wystepuja na przemian.

Rozwiazanie na str. 3

M 840. Wyznaczyc taki najmniejszy przedzial A liczb rzeczywistych, ze dla

kazdego a E A istnieja b, c E A, spelniajace uklad równan

{a + b + c = 15,ab + ac + be = 72.

Rozwiazanie na str. 2

Przygotowali Eryk i Wojciech KOPCZYNSCY

Ponizsze zadania latwo jest rozwiazac stosujac rachunek calkowy. Zachecamy do

rozwiazania ich bez stosowania rachunku calkowego.

F 471. Obliczyc energie potencjalna samooddzialywania grawitacyjnego

jednorodnej kuli o masie M i promieniu R.
Rozwiazanie na str. 13

F 472. Obliczyc moment bezwladnosci jednorodnego stozka o masie M
i promieniu podstawy R wzgledem osi symetrii.

Rozwiazanie na str. 13
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