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Matematyczna teoria sterowania zajmuje sie badaniem wlasnosci ukladów

sterowania oraz rozwiazywaniem problemów sterowania dla róznych klas takich

ukladów.

Skonczenie wymiarowy uklad sterowania jest opisywany przez przestrzen stan'u

tego ukladu oraz przez zbiór dopuszczalnych predkosci ukladu. Zmieniajacy

sie w czasie stan ukladu, z, interpretowany jako uogólnienie "polozenia

ukladu", to element przestrzeni stanu Z (przestrzeni polozen ukladu). Zalezy

on od (zmiennej wczasie) predkosci, która z kolei zalezy od drugiej, równiez

zmiennej w czasie wielkosci zwanej sterowaniem. Przestrzen stanu musi byc tak

dobrana, by stanowila pelna pamiec ukladu. Znaczy to, ze przy danym stanie

poczatkowym z(to) oraz danym sterowaniu jako funkcji czasu t E [to, td stan

ukladu z(t) jest wyznaczony jednoznacznie na calym odcinku [to, t1].

Rozwazmy prosty przyklad. Zalózmy, ze obserwujemy z duzej wysokosci

(np. z samolotu) jezioro, po którym plywa zaglówka. Jesli wiatr ma staly

kierunek i sile, a doswiadczony zeglarz dobiera polozenie zagli i steru

optymalnie do kierunku plyniecia i kierunku wiatru, to zachowanie zaglówki

charakteryzuje wykres jej predkosci w zaleznosci od jej kierunku do

wiatru. Przykladowy wykres jest pokazany na rysunku l. Stanem naszego

ukladu jest punkt na powierzchni jeziora, opisany dwiema wspólrzednymi

kartezjanskimi, a przestrzenia stanu powierzchnia jeziora. Sterowaniem jest

kat miedzy osia lodzi i kierunkiem wiatru. Wreszcie, sam uklad sterowania jest

charakteryzowany przez zbiór predkosci, dokladniej, przez zaleznosc predkosci od

sterowania, tj. od kata do wiatru.
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Rys. 1. a), b) zaglówka, c) bojer.

dy = w(<1»,
dt

Oznaczmy przez x i y wspólrzedne kartezjanskie lódki, a przez v(<1» oraz w(<1»

- wspólrzedne jej predkosci przy kacie do wiatru <1>.Ruch lódki mozemy zapisac

(jako uklad sterowania) w postaci równan

dx = v(<1»
dt '

gdzie ~~ i ~ oznaczaja predkosci zmian odpowiednio x i y (matematycznie

sa to pochodne funkcji x(t) oraz y(t), jednak dla analizy ukladu nie bedzie to

istotne), a funkcje v(<1» oraz w(<1» sa dane za pomoca wykresu (rys. l),

N aj prostszym problemem sterowania jest problem sterowalnosci: pytamy, czy

uklad mozna przeprowadzic z punktu Zo do punktu Zl za pomoca pewnego

sterowania. Jesli odpowiedz jest twierdzaca dla dowolnych punktów Zo i Zl

przestrzeni stanu Z, to mówimy, ze uklad jest sterowalny.

Czy uklad opisujacy zaglówke jest sterowalny? Czytelnik odpowie zapewne: tak.

Oczywiscie, kiedy kierunek od punktu Zo do punktu Zl nie lezy w martwym

kacie, mozna wybrac jako sterowanie staly kat, odpowiadajacy kierunkowi od

Zo do Zl. Gdy kierunek od punktu Zo do punktu Zl lezy w martwym kacie,

nalezy zmieniac kierunek lódki tak, by na przemian miec wiatr z prawej lub

z lewej (rys. 1b). W jezyku zeglarskim nazywamy to halsowaniem. W ten sposób

mozemy dotrzec z punktu Zo do punktu Zl lezacego w stosunku do Zo dokladnie

"pod wiatr" , a takze omijac przeszkody.

Drugim czesto stawianym problemem jest problem optymalnego sterowania.

Polega on np, na znalezieniu sterowania, które przeprowadzi nasz uklad

z punktu Zo do punktu Zl, minimalizujac przy tym jakas wazna dla nas wielkosc,

np. energie, koszt lub czas.

W regatach zeglarskich wielkoscia minimalizowana jest czas dotarcia do mety.

Mozemy wiec sformulowac problem optymalno-czasowy dla naszej zaglówki tak,

Zakladamy, ze dany jest akwen, czyli przestrzen stanu Z, sila i kierunek wiatru

oraz zaglówka (która opisuje zaleznosc predkosci od kata do wiatru).
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Artykulu o samochodzie z przyczepkami

szukajcie w Delcie 7/1998.

'*Zadania

Dla danych punktów Za i Zl w Z szukamy optymalnego sterowania (tzn. kata

zaglówki w stosunku do wiatru jako funkcji czasu), które przeprowadzi lódke

z polozenia Za do Zl·

Proponujemy Czytelnikowi rozwiazanie dwu elementarnych zadan dla

uczestników regat zeglarskich.

Zadanie 1. Oznaczmy przez <PtPt oraz <P;;-pt katy, przy których rzut predkosci

lódki na kierunek "prosto pod wiatr" jest maksymalny (rys. l b). Pokaz, ze jesli

meta (punkt zI) lezy w martwym kacie, gdy patrzymy z punktu startu Za,

to dowolne sterowanie, które stosuje naprzemiennie katy <PtPt oraz <P;;-pt

i przeprowadza lódke z polozenia Za w Zl, przeprowadza ja w minimalnym

czasie, niezaleznym od wybranej drogi.

Zadanie 2. Znajdz sterowanie minimalno-czasowe przeprowadzajace lódke

z punktu startu S do mety M na akwenie przedstawionym na rysunku 2.

Czytelnik, który kiedykolwiek obserwowal regaty bojerowe, zauwazyl zapewne

ze zdziwieniem, ze bojery halsuja równiez wtedy, gdy poruszaja sie z wiatrem.

Wynika to z tego, ze charakterystyka predkosci bojera w zaleznosci od kata

do wiatru ma zaklesniecie do wewnatrz równiez w kierunku "z wiatrem" , jak

na rysunku lc. Sternik bojera maksymalizuje wiec rzut predkosci na kierunek

"dokladnie z wiatrem" , wybierajac jeden z kierunków lJr~t oraz lJr';-Pt"

Z analizy tych przykladów mozemy wysnuc ogólny wniosek. Zjawisko

halsowania, tzn. kolejnej zmiany kierunków predkosci miedzy skonczona ich

liczba (równa 2 w przestrzeni o wymiarze 2) wystepuje wtedy, gdy zbiór

predkosci nie jest wypukly.

W nastepnym artykule opiszemy model matematyczny i niektóre problemy

sterowania dla samochodu z przyczepkami.

Redag1lje Lukasz WIECHECKI

M 844. Na kazdej z n > 2 planet jest astronom, który obserwuje najblizsza planete·

Zakladajac, ze n jest liczba nieparzysta, a odleglosci miedzy planetami sa parami

rózne, dowiesc, ze istnieje planeta nieobserwowana.

Rozwiazanie na str. 5

M 845. Dowiesc, ze sposród n-katów opisanych na danym kole, n-kat foremny ma

najmniejsze pole.

Rozwiazanie na str. 6

M 846 (Problem Fagnano). Dany jest trójkat ostrokatny SLD. Wsród takich

trójkatów ROP, ze RE SL, O E LD, P E DS znalezc trójkat o minimalnym obwodzie.

Rozwiazanie na str. 4

Przygotowal Stanislaw BAZANSKI

F 475. Zródlo swiatla znajduje sie w punkcie Z o wspólrzednych (O, a), przy czym

wymiar przestrzeni w kierunku prostopadlym do plaszczyzny wyznaczonej przez

promiell padajacy i zalamany zostal zaniedbany. Poslugujac sie warunkiem koniecznym

wynikajacym z zasady Fermata, ze w przyblizeniu optyki geometrycznej promien
swiatla rozchodzi sie po drodze o naj krótszym czasie przebiegu, okreslic, w jakim

kierunku nalezy wyslac swiatlo, zeby dotarlo do punktu E ekranu o wspólrzednych

(d, -b), zakladajac, iz w osrodku w pólplaszczyznie y> O swiatlo rozchodzi sie
z predkoscia VI, a dla y < O predkosc ta jest równa V2. Wyprowadzic stad prawo
Snelliusa.

Rozwiazanie na str. 4

F 476. W sytuacji opisanej w zadaniu F 475 wykazac, stosujac rozumowanie

geometryczne, ze czas przebiegu swiatla od Z do E wzdluz drogi rzeczywistej,

spelniajacej prawo Snelliusa, jest mniejszy niz wzdluz dowolnej innej hipotetycznej

drogi laczacej te punkty, skladajacej sie z dwóch odcinków ze wspólnym punktem na

granicy osrodków.
Rozwiazanie na str. 3
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