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Skrót regulaminu
Kazdy moze nadsylac rozwiazania zadan z numeru n w terminie do konca miesiaca n + 2. Szkice

rozwiazan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylac rozwiazania czterech, trzech, dwóch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robic co miesiac lub z dowolnymi

przerwami. Rozwiazania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesylac w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali od °
do l z dokladnoscia do 0,1. Ocene mnozymy przez wspólczynnik trudnosci danego zadania:
WT = 4 - 3S / N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwiazania tego zadania, a N - liczbe osób,

które nadeslaly rozwiazanie chocby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M
lub F) - i tyle punktów otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktów, w dowolnym czasie
i w którejkolwiek z dwóch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka
punktów jest zaliczana do ponownego udzialu. Trzykrotne czlonkostwo - to tytul Weterana.

Szczególowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/1998.

Zadania z matematyki nr 363, 364

Redaguje Marcin E. KUCZMA

Czolówka ligi zadaniowej
Klub 44 M

po uwzglednieniu ocen rozwiazan

zadan 347 (WT=I,38) i 348 (WT=2,33)
z numeru 10/1997

Maciej Mostowski - Warsza.wa. 40,10
Witold Bednarek - Lódz 31,89

Piotr Kumor - Olsztyn 31,20

Bogumila Piotrowska. - Zielona Góra 30,88

363. Punkty P i Q leza odpowiednio na plaszczyznach zawierajacych sciany BCD
i CDA czworoscianu foremnego ABCD. Dowiesc, ze z odcinków AP, PQ i.QB mozna
zbudowac trójkat.

364. Niech an = )2 + /2 + /2 + ... +..../2(w okresleniu liczby an symbol

pierwiastka kwadratowego wystepuje n-krotnie). Obliczyc lim 2n·..../2 - anon_=

Zadanie 364 zaproponowal pan Janusz Wojtal z Legionowa.

Rozwiazania zadarI z matematyki z numeru 2/1998
Przypominamy tresc zadan:

355. Wyznaczyc wszystkie trójki dodatnich liczb calkowitych (p, x, y l, w których p jest liczba
pierwsza, spelniajace równanie pI - Y p = 1.

356. Dana jest liczba naturalna n oraz trójkat ABC, którego katy sa znane (LA = a,
LB = (3, LC = ,). Punkty D i E leza odpowiednio na bokach AB i AC, przy czym

IADI = nt, IABI, IAEI = nt, . lAGI Punkty Pl"'" Pn leza na boku BC, przy czym

IBP,I = IP,P21 = = IPn-,Pnl = IPnCI = nt, ·IBGI· Obliczyc sllme

ILDp,EI + ILDP2EI + ... + ILDPnEI.

355. Przypuscmy, ze liczby p, x, y spelniaja podane warunki

i ze p jest liczba pierwsza nieparzysta. Liczba pX = yP + 1 dzieli

sie wówczas przez y + 1; istnieje wiec liczba calkowita n:::: 1,
taka, ze y + 1 = pn. W takim razie

pX = yP + 1 = (pn _ l)P + 1 =

p-3

(~) pnp + L(~)pn(p-k)( _l)k - (p ~ J p2n + (p: 1) pnk=1

p-3

(gdy p = 3, "pusta" suma L: ma wartosc zero). Wspólczynniki
k=1

(~) sa podzielne przez p, gdy O < k < p; otrzymujemy równosc

p(p - 1)
pX = pnp + A . p3n+1 . p2n + p . pn
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dla pewnej liczby calkowitej A. W kazdym z pierwszych trzech

skladników po prawej stronie liczba p wystepuje w potedze

wyzszej niz n+ 1. Wobec tego x = n + 1; otrzymana przed chwila

równosc przybiera (po podzieleniu przez pn+1 i odjeciu stronami

jedynki) postac

O - np-n-I + A 2n p-l n
- p 'p - -2-'P

- to zas jest mozliwe tylko wtedy, gdy wykladniki np-n-l

oraz n sa równe, czyli gdy n(p - 2) = 1, czyli dla p = 3, n = 1.

Wówczas x = 2, Y = 2.

Pozostaje do rozpatrzenia przypadek, gdy p = 2. Wtedy trójki

(p,x,y) = (3,2,2) oraz (2,1,1) spelniaja zadane równanie

i stanowia jego pelne rozwiazanie. 2X - 1 = y2 == 1 (mod 4),
skadx=l,y=1.
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356. Przyjmijmy Po = B. Kazdy z czworokatów Pi-IDEPi

jest równoleglobokiem; zatem ILDPiEI = ILPi-IDPd, a wiec
rozwazana suma jest równa

ILPoDPl1 + /LPIDP21 + ... + ILPn-IDPnl = ILPoDPnl =
= ILBACI = a.
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Termin nadsylania rozwiazan:
31 VIII 1998

Zadania z fizyki nr 260, 261

Redaguje Jerzy B. BROJAN

260. Filtr polaryzacyjny przepuszcza 85% swiatla spolaryzowanego wzdluz jednej

osi, a drugiej skladowej nie przepuszcza w ogóle. Jezeli na zestaw takich filtrów pada

swiatlo spolaryzowane liniowo, to ile ich trzeba wziac i jak je ustawic, aby wiazka

przechodzaca miala plaszczyzne polaryzacji obrócona o 90° i maksymalne natezenie?

261. W dlugiej rurze o stalym przekroju znajduje sie gaz pod cisnieniem 105 Pa,

którego temperatura zmienia sie liniowo od O°C na jednym koncu rury do 200°C na

drugim koncu. Ile bedzie wynosilo cisnienie w rurze, jezeli zamkniemy ja szczelnie

i doprowadzimy gaz do jednakowej temperatury 100°C?
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Rozwiazania zadan z fizyki z numeru 2/1998

Przypominamy tresc zadan:

252. Jednorodny wydrazony walec o wewnetrznym promieniu c i zewnetrznym d stoi na poziomej

powierzchni, a do jego srodka wlozono dwie gladkie kule A i B o masach mA i ma oraz promieniach
a i b, przy czym a < b, c < a + b.

a) Obliczyc minimalna mase walca, przy której sie on nie przewróci.

b) Do walca wlozono trzecia kule C, identyczna z A. Biorac pod uwage oba mozliwe polozenia tej

kuli (zob. rysunek; dla uproszczenia mozna zalozyc, ze A i C sie nie zetkna), obliczyc minimalna
mase walca m, przy której sie on nie przewróci.

253. Przyjmijmy, ze gaz jest doskonaly (scisle spelnia równanie pV = nRT), a jego cieplo molowe
w stalej objetosci Cv jest równe (3/2)R ponizej pewnej nieznanej temperatury T' i (5/2)R

powyzej tej temperatury. Stwierdzono, ze gdy rozpoczynajac od pewnej objetosci Vo i cisnienia Po

ogrzano ten gaz izochorycznie zwiekszajac cisnienie do 3po, po czym rozprezono adiabatycznie do

poczatkowej wartosci cisnienia, objetosc okazala sie równa 2Vo; powracajac do punktu poczatkowego

na drodze przemiany izobarycznej zamykamy cykl. Obliczyc sprawnosc tego cyklu (podac wartosc
liczbowa)

Czolówka ligi zadaniowej
Klub 44 F

po uwzglednieniu ocen rozwiazan

zadan 248 (WT=I,75) i 249 (WT=2,88)

z numeru 12/1997

Przemyslaw Gadzinski - Sroda Sl. 42,92

Andrzej Idzik Boleslawiec 32,09

Andrzej Nowogrodzki - Chocianów 18,68
Tomasz Wietecha - Ta.rnów 15,39

Ma.rek Wójcicki - Szczecin 11,72
Aleksa.nder Surma - Myszków 11,08

Rozwiazanie zadania M 847.

Podstawiajac w rozpatrywanym równaniu

x = y = O otrzymujemy f(O) = O.

Nastepnie, kladac y = -x, dostajemy

fe-x) = -f(x). Niech f(l) = a. Przez
latwa indukcje dowodzimy, ze wzór

f(nx) = nf(x) jest sluszny dla wszystkich
x E R i wszystkich calkowitych n. Zatem

fen) = na dla n E Z.

Wreszcie, dla p, q E Z \ {O} mamy

lep/q) = (l/q)(qf(p/q)) = (l/q)f(p) =
= (p/q)a. Udowodnilismy wiec wzór
l(x) = xa dla wszystkich x E Q.
Poniewaz kazda liczbe rzeczywista mozna

przyblizac liczbami wymiernymi, a f jest
funkcja ciagla, wiec wzór ten zachodzi dla

dowolnego x E R. Ostatecznie, jedynymi

funkcjami ciaglymi spelniajacymi
rozpatrywane równanie funkcyjne sa

funkcje liniowe postaci lex) = ax.

252. a) Odcinek laczacy srodki kul A i B jest nachylony do poziomu pod katem 0', który

mozna obliczyc z warunku 2c = a + b + (a + b) cos 0'. Sile oddzialywania kul na siebie F AB

wyznaczymy z warunku równowagi kuli B - otrzymujemy FAB = mBg/ sina. Pozioma

skladowa tej sily wynosi F AB cos O'= mBg ctg O' i jest równa sile oddzialywania kazdej

z kul na scianke walca. Mnozac te wielkosc przez ramie (a + b) sin O'znajdujemy moment

pary sil M = mBg(a + b) cosO' = mBg(2c - a - b). Aby walec sie nie przewrócil, ciezar

walca i reakcja podloza musza utworzyc pare o przeciwnym momencie - stad wyznaczamy

mmin = mB(2c - a - b)/d.

b) Gdy kula C oprze sie o scianke po tej samej stronie cO A, odcinek laczacy srodki

C i B bedzie nachylony do poziomu pod tym samym katem 0', co poprzednio, a sila

oddzialywania kuli C na scianke wyniesie Fe = mAg ctg 0'. Dalsze obliczenia wykazuja, ze sila

oddzialywania A na scianke wzrosnie w porównaniu z poprzednim przypadkiem o te sama

wielkosc Fe, a sila oddzialywania B na scianke - o 2Fe. Zatem moment M i wartosc mmin
pozostana nie zmienione.

Gdy kula C oprze sie o scianke po stronie przeciwnej do A, odcinek laczacy srodki C i B

bedzie nachylony do poziomu pod katem f), którego cosinus jest równy cosf) = (b - a)(b + a).

Obliczamy sily nacisku na scianki: Fe = mAgctgf), FA = (mA + mB)gctgO',

FB = FA - Fe. Moment tych sil wynosi M = Fe(a + b) sin f) + FA(a + b) sina, zatem

mmin = mA(b - a)/d + (mA + mB)(2c- a - b)/d.

253. Przemiane adiabatyczna gazu doskonalego opisuje równanie Poissona, które w zmiennych

p i T ma postac TU /p = const, gdzie parametr a = Cp/ R = 1 + Cv / R ma wartosc al = 5/2,

gdy Cv = (3/2)R, a a2 = 7/2, gdy Cv = (5/2)R. Nietrudno sprawdzic, ze nachylenie adiabaty

przedstawionej w zadaniu odpowiada parametrowi a o wartosci posredniej miedzy al a a2,

co oznacza, ze musi sie ona skladac z dwóch segmentów, na których obowiazuja równania

TUI /p = const i TU, /p = const. Zatem

(3To)7/2 _ (TI)7/2 (T)5/2 _ (2To)5/2

3po - p' p' - Po

gdzie To jest temperatura poczatkowa, a parametry pl i T' odnosza sie do punktu zszycia

segmentów. Znajdujemy T' = To(3/2)5/2, ~ dalej

_ 3 I 5 ( ') _ ( 5/2)Qizochor - 2R(T - To) + 2R 3To - T - RTo 6 - (3/2)

5 5
Qizobar = -R(2To - To) = -RTo ,

2 2

'fi = 1 - Qizobar = 0,229.
Qizochor
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