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MIEDZY NAMI OSZUSTAMI (8)

ZADANIE: Obliczyc granice lim x'+sin x .
O eX -2x-lx_

Rozwiazanie: Mamy do czynienia z wyrazeniem

nieoznaczonym ~. Dwukrotne zastosowanie reguly

de l'Hospitala daje:

l. X2 + sin x l' 2x + cos x l' 2 - sin xlm ------ = lm ----- = lm ---- = 2.
x-o eX - 2x - 1 x-o eX - 2 x-o eX

PRAWIE ZAWSZE (1)
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CYFRO MANIA (7)

Bezposrednie obliczenia pokazuja, ze np. n14 = nlS =

= 75353432948736, nie ma wiec liczby 15-cyfrowej

spelniajacej warunki podane w zadaniu. Podamy jeszcze

wartosc

Jestesmy juz wystarczajaco zaawansowani w naszych

rozwazaniach, aby rozwiazac nastepujace zadanie z obozu

przygotowawczego do Miedzynarodowej Olimpiady

Matematycznej:

ZADANIE: Dowiesc, ze istnieje nieskonczenie wiele takich

liczb naturalnych n, ze 2n w zapisie dziesietnym ma

koncówke n, tzn. 1okl2n - n, gdzie k = [loglo n] + 1.

Rozwiazanie: Wykazemy, ze dla kazdego k ~ 2 istnieje

takie nk < lOk, iz 1okl2nk - nk.

Bezposrednio sprawdzamy, ze n2 = 36 spelnia powyzszy

warunek, gdyz 236 = 68719476736. Dla k ~ 2 koncówka

(k + 1)-cyfrowa liczby 2n zalezy tylko od k-cyfrowej

koncówki liczby n (o ile n ~ k + 1). Tak wiec wszystkie

liczby postaci 21001+36 maja taka sama koncówke

3-cyfrowa. Zatem n3 = 736. Podobnie n4 jest 4-cyfrowa

koncówka liczby 2n3 itd.
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Aby stwierdzic, ze w ten sposób otrzymamy nk,

spelniajace warunek lOk 12nk - nk, nalezy zauwazyc, iz

nk ~ k + 1. Istotnie, skoro 2k 12nk - nk oraz 2nk > nk, to

2nk - nk ~ 2k, skad 2nk > 2k i nk > k. Mozna wykazac,

ze w powyzszy sposób otrzymamy wszystkie liczby

spelniajace warunki zadania.

Rozwiazanie: Oznaczmy szukana granice przez g.

Wtedy lim a:+, = lim :n+' . lim a:+1 = g . g = ln_oo n n_OQ n+l n_oc n

i podobnie lim' a:+3 = l. Z drugiej strony
n-+oo n

lim an+3 = lim 6an+,-13an+l+lOan = 6g2 - 13g + 10,n-oc an n_co an

skad l = 6g2 - 13g + 10. Jedynym rozwiazaniem tego

równania jest g = 2.

Odpowiedz: lim a:+1 = 2.n_co n

MIEDZY NAMI OSZUSTAMI (9)

ZADANIE: Niech al = 99, a2 = 199, a3 = 400

oraz an = 6an-l' - 13an-2 + 10an-3 dla n ~ 4.

Obliczyc lim a:+1•n_oc n

nSO = 24570145528696872600159853338098615075353432948736.
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(3) L x: + 13 L xt + 5 L Xi = n + n2
i=l i=l i=l

oraz 10xr = x; + 13x; + 60Xi + 36 dla i = 1,2,3, ... , n, czyli

gdy Xl,X2,X3, ... ,Xn E {-1,6}.

Równosc (3) przyjmuje postac

W ostatniej nierównosci moze zajsc równosc tylko wtedy,

gdy

Dowód:

Dla dowolnego x E ]Pl. zachodzi nierównosc

(x - 6)2(X + 1)2 ~ O, czyli 10x3 :::;x4 + 13x2 + 60x + 36.

Dodajac do nierównosci (1) nierównosc

10 L xI :::;L x; + 13 L xt + 60 L Xi + 36 L 1,
i=l i=l i=l i=l i=l

otrzymujemy

czyli slaba wersje nierównosci (2).

(1) LX:+13Lxt+5Lxi:::;n+n2.
i=l i=l i=l

Wtedy zachodzi nierównosc

10 L xI :::;37n + n2 + 55 L Xi,
i=l i=l

10 L xI < 37n + n2 + 55 L Xi·
i=1 i=l

Twierdzenie jest prawdziwe dla wszystkich n, z wyjatkiem

nastepujacych 17 wartosci: 8, 323, 365, 518, 603, 680, 833,

875,918,960, 1113, 1190, 1275, 1428,1470,1785 i 1793.

TWIERDZENIE: Niech n bedzie prawie dowolna liczba

naturalna oraz niech liczby rzeczywiste Xl,X2,X3, ... ,Xn

spelniaja nierównosc

gdzie x; + 13x; + 5Xi - 1 E {8, 1793}. Twierdzenie

jest wiec falszywe dla tych n, dla których n2 jest suma

n liczb, z których kazda jest równa 8 lub 1793. Takie n
musi spelniac nierównosc 8:::; n:::; 1793. Jesli n2 jest

suma k liczb równych 1793 i n - k liczb równych 8, to

n2 = 1793k + 8(n - k), czyli n(n - 8) = 1785k, skad widac,

ze nalezy wziac k = ni;;s8), o ile jest to liczba calkowita.

Zatem twierdzenie jest falszywe dla tych

n E {8, 9, ... , 1793}, dla których n(n - 8) dzieli sie przez

1785=3·5·7·17.
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