
Termin nadsylania rozwiazan:
30 XI 1998

Czolówka ligi zadaniowej
Klub 44 M

po uwzglednieniu ocen rozwiazan
zadan 353 (WT=2,39) i 354 (WT=1,50)

z numeru 1/1998

Klub 44

Redaguje Marcin E. KUCZMA

366. Punkt D lezy na boku AC trójkata ABC. Okrag o srodku P opisany
na trójkacie ABD jest styczny do prostej BC. Okrag o srodku Q opisany na
trójkacie BCD jest styczny do prostej AB. Odcinki PQ i BD przecinaja sie
w punkcie E. Udowodnic, ze IPQI·IBDI3 = 2 . IABI . IBCI . IP El ·IQEI.

Zadanie 366 zaproponowala pani Joasia Jaszunska z Warszawy.

365. Znalezc wszystkie czwórki liczb calkowitych t, x, y, z> O spelniajace równanie

(x + y)(y + z)(z + x) = txyz

wraz z warunkiem: liczby x, y, z sa parami wzglednie pierwsze.

Zadania z matematyki nr 365, 366

Skrót regulaminu
Kazdy moze nadsylac rozwiazania zadan z numeru n w terminie do konca miesiaca n + 2. Szkice
rozwiazan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylac rozwiazania czterech, trzech, dwóch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robic co miesiac lub z dowolnymi
przerwami. Rozwiazania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesylac w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali od O

do l z dokladnoscia do 0,1. Ocene mnozymy przez wspólczynnik trudnosci danego zadania:
WT = 4 - 3S/ N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwiazania tego zadania, a N - liczbe osób,
które nadeslaly rozwiazanie chocby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M
lub F) - i tyle punktów otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktów, w dowolnym czasie
i w którejkolwiek z dwóch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka
punktów jest zaliczana do ponownego udzialu. Trzykrotne czlonkostwo - to tytul Weterana.
Szczególowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/1998.

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydzialu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty
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- Gdansk
- Olsztyn
- Warszawa.
- Poznan
- Lódz

- Zba.szynek
- Pyskowice
- Zielona. Góra.
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Ma.ciej Mostowski
Tadeusz Józefczyk
Witold Bednarek
Paulina. Doma.galska.
Zbigniew Skalik
Bogumila Piotrowska.

Piotr Kumar
Konra.d Pa.tkow~ki

Czolówka ligi zadaniowej
Klub 44 F

po uwzglednieniu ocen rozwiazan
zadan 254 (WT=2,37) i 255 (WT=1,73)

z numeru 3/1998
Andrzej Idzik
Tomasz Wietecha.
Jarosla.w Lazuka.
Marek Wójcicki
Andrzej Nowogrodzki
AlekSlLnder Surma.

- Boleslawiec
- Tarnów
- Warszawa.
- Szczecin
- ChoÓ •••.nów
- Myszków

41,52
23,98
23,97
22,23
22,02
14.47

Rozwiazania zadan z matematyki z numeru 5/1998
Przypominamy tresc zadan:

361. Wyznaczyc wszystkie liczby calkowite dodatnie k, dla których istnieje wielomian P(x)

o wspólczynnikach calkowitych spelniajacy warunki: P(O) i- P(l), O ~ PU) ~ k dla
j = O, l, ... , k + 1.

362. Cztery rózne okregi WI, W2, W3, W4 o jednakowym promieniu r przechodza przez wspólny
punkt S i przecinaja sie kolejno parami:

WinWi+I={S,P;} dla i=1,2,3,4 (W5=WI);

przy tym punkty Pl, P2, P3, P4 leza na okregu n o promieniu R, a srodek okregu n lezy
w odleglosci d od punktu S. Znalezc zwiazek miedzy liczbami r, R, d. Czy kazda trójka liczb
dodatnich, spelniajaca ów zwiazek, jest wyznaczona przez pewna czwórke okregów WI, W2, W3, W'l?

361. Przypuscmy, ze P(x) jest wielomianem o wymaganych
wlasnosciach i ze k > 3. Róznica P(k + 1) - P(O) dzieli sie
przez k + 1, a jej wartosc bezwzgledna nie przekracza k. Jest
wiec równa zeru, skad wniosek, ze

P(x) - P(O) = x(x - k - l)Q(x)

dla pewnego wielomianu Q(x) o wspólczynnikach calkowitych;
przy tym Q(l):f. O, bo P(l) :f. P(O). Dla j = 2, ... , k-1 wartosc
bezwzgledna iloczynu j(j - k - 1) jest wieksza od k, natomiast
modul róznicy P(j) - P(O) nie przekracza k. W takim razie
Q(j) = O dla j = 2, ... , k-1, i w konsekwencji

Q(x) = (x - 2)(x - 3) ..... (x - k + l)R(x)

dla pewnego wielomianu R(x) o wspólczynnikach calkowitych;
R(l) :f. O. Z uzyskanych wzorów wynika nierównosc

1P(1) - P(O)I = 1· k ·IQ(l)1 = k· (k - 2)! 'IR(1)12 k· (k - 2)! > k,

sprzeczna z warunkami zadania. To znaczy, ze dla k > 3
nie istnieje wielomian o podanej wlasnosci. Dla k :<::: 3
wielomiany takie istnieja; oto przyklady (kolejno dla k = 1,2,3):
P1(x)=x(2-x); P2(x)=x(3-x); P3(x)=x(4-x)(x-2)2.

362. Skoro W1, W2, W3, W4 sa czterema róznymi okregami,
Pl, P2, P3, P4 sa czterema róznymi punktami. Oznaczmy srodek
okregu Wi przez Oi (i = 1,2,3,4), a srodek okregu O przez Q.

--->
Niech Vi = SOi. Czworokat SOiPiOi+1 jest rombem, wiec
---+ ----+ ~ ~
SPi = Vi + Vi+1. Zatem PiPi+1 = SPi+1 - SPi = Vi+2 - Vi,

~ ~
skad P1P2 = -P3P4. To znaczy, ze czworokat Pl P2P3P4 jest
równoleglobokiem; a poniewaz jest wpisany w okrag O, jest to
prostokat. Tak wiec Pl P21. P2 P3, czyli V3 - V1 1. V4 - V2. Stad
latwo wynika, ze V1 + V3 1. V2 + V4. Odcinek Pl P3 jest srednica

;:;-;l;--->--->okregu O, wobec czego 2· S", = SP1 + SP3 = V1 + V2 + V3 + V4.
Zatem

(2d)2 = (L:Vi)2 =

= L:lv;l2 +2 'V1 'V3 +2 'V2 'V4 +2· (V1 +V3)'(V2 + V4) =
= 4r2 + 2 . (V1 • V3 + V2 • v 4).

Z drugiej strony,

(2R)2 = 1P1P312 = IP1P212 + IP2P3!2 = (VrV1)2+(V4-V2)2

= 4r2 - 2 . (V1 • V3 + V2 • v 4).

Dodajemy otrzymane równania i mamy szukany zwiazek:
R2 + d2 = 2r2•

Aby odpowiedziec na ostatnie pytanie z zadania, ustalmy okrag w

o srodku S i promieniu r i zauwazmy, ze jesli 0103 i 0204 sa
dowolnymi prostopadlymi cieciwami tego okregu, to okregi Wi

(o srodkach Oi i promieniu r) wyznaczaja punkty Pi bedace
kolejnymi wierzcholkami prostokata (bowiem V3 - V1 1. V4 - V2);
istnieje zatem okrag o.

Gdy prostopadle cieciwy 0103 i 0204 sa króciutkie (a wiec
kazdy z odcinków OiOi+1 ma dlugosc bliska Vi r), wówczas
punkty Pi leza blisko siebie i promien okregu O moze byc
dowolnie maly. Gdy 0103 i 0204 sa prostopadlymi srednicami
okregu w, wówczas punkty Pi sa wierzcholkami kwadratu o boku
2r i okrag O ma promien R = Vi r.

Przechodzac w sposób ciagly od jednej konfiguracji do drugiej
(przy ustalonym r), jestesmy w stanie uzyskac wszystkie
wartosci R z przedzialu (O,Vir); wartosc d jest wyznaczona przez
równanie R2 + d2 = 2r2• Wobec dowolnosci r daje to twierdzaca
odpowiedz na postawione pytanie.
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...
promIenIOwanIa:

a) 1/3 okregu o srodku w Z,

b) odcinek z A w kierunku przeciwnym do Z (jak dlugi?), 1/3 okregu o promieniu
wiekszym niz poprzednio i zblizenie do Z wzdluz promienia?
Czy istnieje rozwiazanie lepsze od kazdego z tych dwóch? Jesli tak, to opisac taka
droge i podac wartosc otrzymanej dawki (niekoniecznie musi to byc droga optymalna).
Mozna uzyc dowolnych jednostek.

262. Zerwanie sie napietego drutu stalowego jest niebezpieczne, gdyz urwane konce
uzyskuja przy tym duza predkosc. Obliczyc wartosc tej predkosci. Niezbedne dane
wziac z tablic.

263. Punkt Z jest zródlem przenikliwego promieniowania izotropowego (tzn. którego
natezenie nie zalezy od kierunku), a punkty A i B sa od niego jednakowo odlegle,
przy czym kierunki ZA i ZB tworza kat 1200 (rys. 1). Która droge z A do B nalezy
wybrac, idac ze stala predkoscia, aby otrzymac przy tym jak najmniejsza dawke

Rys. 1

II I Il' -,
Zadania z fizyki nr 262, 263
Termin nadsylania rozwiazan: 30 XI 1998

Redaguje Jerzy B. BROJAN

Rozwiazania zadali z fizyki z numeru 5/1998
Przypominamy tresc zadan:

258. Jednym ze "slepych zaulków" w rozwoju motoryzacji byly projekty samochodu trójkolowego.
Obliczyc maksymalna predkosc v'. z jaka taki samochód móglby na poziomej jezdni wykonac zakret
bez przewrócenia sie, jesli maksymalna predkosc samochodu czterokolowego na tym zakrecie wynosi
v = 60 km/h. Trójkolowiec ma dwa kola w przedniej osi odlegle od siebie o d i jedno kolo tylne
odlegle od srodka przedniej osi o l, przy czym te sama wartosc d ma odleglosc miedzy kolami
w osi samochodu czterokolowego. Srodek masy obu samochodów lezy na tej samej wysokosci h

nad jezdnia, a nacisk na kazde z kól jest jednakowy (w samochodzie stojacym). Pominac efekty
zwiazane z przyspieszaniem lub hamowaniem l a takze ze zmiana promienia skretu (rozpatrujemy

ruch jednostajny po okregu); ponadto przyjac, ze promien skretu jest znacznie wiekszy od rozmiarów
samochodu.

259. Czy mozna z trzech jednakowych soczewek skupiajacych skonstruowac lunete powiekszajaca
trzykrotnie i dajaca obraz: a) prosty, b) odwrócony? Jesli tak, to jakie powinny byc odleglosci
miedzy kolejnymi soczewkami?

h

d

mgl 2

Fodsr

O 10

Rys. 2

Rys. 3

258. W przypadku samochodu czterokolowego rozpatrujac sily dzialajace w plaszczyznie
prostopadlej do osi samochodu (rys. 2), stwierdzamy, ze samochód nie przewróci sie, jesli
spelniona bedzie nierównosc

( ) Fodsr d* --<-
mg 2h

Podstawiajac Fodsr = mv2/r (gdzie r - promien skretu), otrzymujemy ograniczenie predkosci
w postaci v2 < rdg/(2h).

Dla samochodu trójkolowego powyzsze zaleznosci obowiazuja z dwiema modyfikacjami. Po
pierwsze, zgodnie z zalozeniem o jednakowym obciazeniu kól rzut srodka masy na plaszczyzne
pozioma lezy w odleglosci (1/3)1 od srodka przedniej osi, a (2/3)1 od tylnego kola; odleglosc
tego punktu od prostej przechodzacej przez tylne kolo j jedno z przednich jest równa

dl = dl

3 .j-12-+-(-d/-2)-2

i pelni role analogiczna do d/2 na rysunku i w równaniu (*). Po drugie, istotna jest
ta skladowa sily odsrodkowej, która jest prostopadla do wyzej wzmiankowanej prostej

- znajdziemy ja, mnozac Fodsr przez ulamek 1/ .j12 + (d/2)2. Po wprowadzeniu tych zmian
do równania (*) otrzymujemy nierównosc Vi 2 < rdg/(3h), zatem graniczna wartosc Vi wynosi

Vi = vV2f3 ~ 49 krn/h.

259. Oznaczmy ogniskowa soczewek przez f, a odleglosci miedzy nimi przez dl i d2.

Przyjmijmy - jak zwykle w przypadku lunet - ze przedmiot jest bardzo odlegly, czyli
wiazka swiatla wpadajacego do lunety jest równolegla i tworzy z osia optyczna maly kat c<.
Wiazka wybiegajaca z lunety powinna takze byc równolegla, a kat {3 miedzy nia a osia
ma, zgodnie z zalozeniem, miec wartosc {3 = 3c<. Zatem obraz wytworzony przez pierwsza
soczewke (bedacy przedmiotem dla drugiej) znajduje sie w jej plaszczyznie ogniskowej
w odleglosci c<f od osi, a obraz wytworzony przez druga soczewke (bedacy przedmiotem
dla trzeciej) znajduje sie w plaszczyznie ogniskowej trzeciej soczewki w odleglosci {3f od osi
(rys. 3). Wynika stad, ze druga soczewka wytwarza obraz trzykrotnie powiekszony, czyli jesli
ten obraz jest rzeczywisty, to jest odlegly od soczewki o y = 4f, natomiast przedmiot jest
odlegly o x = (4/3)f. Rozwiazanie (odpowiadajace lunecie dajacej obraz prosty) ma postac
dl = f + x = (7/3)f, d2 = f + y = 5f. Dla przypadku lunety odwracajacej rozwiazanie nie
istnieje, gdyz jej powiekszenie nie moze przekraczac wartosci 2 (tak byloby dla dl = (3/2)f,

d2 = O).
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