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Wyprowadz z niej wzór

f(2r) = f(r) + f(r - 1) + ... + f(2) + f(l) + 1;

wywnioskuj, ze f(4r) = h(r) + ... + h(l) + 1, gdzie h(i) = f(r + i) + f(r - i + 1).

Wykaz, ze h(r) 2: ... 2: h(l), i w konsekwencji f(4r) > 2rf(r). Korzystajac z tej

wlasnosci, udowodnij nierównosc f(2n) > 2n'f4 przez indukcje.

Rozwiazanie 2. Na podstawie wzoru z pierwszego rozwiazania pokaz, ze

f(8r) > rf(3r) oraz f(6r) > rf(2r). Zestawiajac te dwa fakty, wywnioskuj, ze

f(16r) > 2r2 f(2r) i spróbuj udowodnic nierównosc f(2n) > 2n'f4 przez indukcje. Okaze
sie, ze przejscie indukcyjne (od n do n+3) wymaga zalozenia, ze n 2: 7. Pomysl, jak

uzasadnic teze dla n ~ 9.

Rozwiazanie 3. Niech <p(r) = 2(log, r)'f4. Teza zadania brzmi: f( r) > '1'( r) dla

liczb postaci r = 2n. Otóz nierównosc ta zachodzi dla kazdej liczby calkowitej r 2: 4,

niekoniecznie bedacej calkowita potega dwójki. Przeprowadz dowód indukcyjny:

przypadki r = 4,5,6,7 trzeba sprawdzic bezposrednio. Zakladajac, ze teza zachodzi
dla liczb naturalnych mniejszych od ustalonej liczby parzystej r 2: 8, udowodnisz

jej slusznosc dla r oraz r+ 1, zestawiajac wzór rekurencyjny (1) z nierównoscia

<p(2k + 1) < <p(2k - 1) + <p(k) (dla k = 4, 5, 6, ... ); ta ostatnia nierównosc nie jest

jednak wcale oczywista. Do jej dowodu uzyj metod analizy matematycznej: zamiast

argumentu calkowitego k trzeba rozwazac zmienna rzeczywista x i prowadzic wymyslne

przeksztalcenia, wykorzystujac wypuklosc funkcji x I-> 2x oraz znana nierównosc

ln(1 + t) ~ t. Miejscami moze sie przydac rachunek pochodnych. Kawal ciekawej
roboty.

Rozwiazanie 4. Zauwaz, ze f(2n) jest liczba ciagów x = (Xl,"" Xn) o wyrazach

calkowitych Xi 2: O, spelniajacych nierównosc

(2) 2XI + 22x2 + ... + 2nxn ~ 2n;

Piekne? - sprawa gustu. Brzydkie? - sprawa interpretacji. Ale po kolei. Chodzi
o zadanie szóste z XXXVIII Miedzynarodowej Olimpiady Matematycznej

(Argentyna, lipiec 1997). Otóz i jego tresc:

Dla liczby calkowitej dodatniej n niech f( n) oznacza liczbe sposobów

przedstawienia n w postaci sumy poteg liczby 2 o wykladnikach calkowitych

nieujemnych. Nie rozrózniamy takich przedstawien, które róznia sie jedynie

porzadkiem skladników. Na przyklad f(4) = 4, gdyz liczbe 4 mozna

przedstawic na cztery sposoby: 4; 2+2; 2+1+1; 1+1+1+1. Udowodnic, ze

2n'/4 < f(2n) < 2n'/2 dla kazdej liczby calkowitej n 2: 3.

Aby miec jakikolwiek poglad na urode zadania, trzeba je najpierw samemu

rozwiazac lub przynajmniej poznac rozwiazanie. A metod ataku jest tu

sporo. Oto szkicowe przedstawienie kilku z nich; zadne rozwiazanie nie jest

jednak podane w calosci - zajeloby to sporo miejsca i odebralo Czytelnikom

przyjemnosc samodzielnego zmierzenia sie z problemem. Kazde z omawianych

rozwiazan ma postac sekwencji kilku malych zadanek; ale nawet rozwiazywanie

tych "zadanek" moze dac sporo satysfakcji. Badzmy uczciwi: niektóre

z "zadanek" to calkiem pelnowymiarowe zadania ...

Teza jest koniunkcja dwóch nierównosci; sa tu wiec, de facto, dwa zadania:

oszacowanie górne i dolne. Górne latwiej udowodnic i dlatego zostanie

w dalszym omówieniu pominiete. Czytelnik moze to potraktowac jako jedno

z owych "malych zadanek"; dowód nietrudno uzyskac, korzystajac ze wzorów

z rozwiazania 1 lub z uwagi, od której zaczyna sie rozwiazanie 4.

Trudnosc zadania kryje sie w oszacowaniu dolnym: f(2n) > 2n'/4 (slusznym

zreszta dla wszystkich wykladników calkowitych n 2: 1) - i tylko do tej

nierównosci ograniczymy uwage w szkicowanych rozwiazaniach. Zatem do dziela.

Rozwiazanie 1. Udowodnij zaleznosc rekurencyjna

(1) f(2k + 1) = f(2k) = f(2k - 1) + f(k) dla k = 1,2,3, ...
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niech Xn bedzie zbiorem wszystkich takich ciagów. Dla dowolnego cia.gu x E Xn oraz

dla dowolnej pary liczb calkowitych a, b :::: O,spelniajacych warunek a + 2b ~ 2n+l,

przyjmij z = (Zl, ... , Zn+3) = (a, 2Xl+co, 2X2+Cl, ... , 2xn +Cn-l, Cn, O), gdzie

Co, ... , Cn sa cyframi zapisu dwójkowego liczby b (b = L 2ici). Wykaz, ze z E Xn+3

oraz ze przyporzadkowanie (a, b, x) H- z jest róznowartosciowe. Wywnioskuj, ze

f(2n+3) ::::(2n + l? f(2n) i przeprowadz indukcyjny dowód tezy f(2n) > 2n2/4.

Przejscie indukcyjne (od n do n+3) bedzie wymagalo zalozenia, ze n ::::5. Pomysl, jak

uzasadnic teze dla n ~ 7.

Rozwiazanie 5. Niech Wn bedzie zbiorem tych ciagów x = (Xl, ... , Xn) o wyrazach

calkowitych nieujemnych, które spelniaja nierównosci 2iX i ~ 2n In dla i = l, ... , n.

Ile masz mozliwych wartosci Xi dla ustalonego i? Poniewaz Wn C Xn (warunek (2)),
dostaniesz nierównosc

(3) f(2n) ::::(liczba elementów zbioru Wn) > n -n2n(n-l)/2.

Ta ostatnia liczba jest wieksza od 2n2/4, gdy n ::::19. A jak sobie poradzic

z mniejszymi n ?

Rozwiazanie 6. Teraz litery Xi oznaczaja zmienne rzeczywiste. Dla dowolnych liczb

dodatnich al, ... , an oraz c zbiór

tl.={(xl, ... ,xn)EJE.n: Xi::::O, alxl+ ... +anxn~c}

jest n-wymiarowym sympleksem, a jego n-wymiarowa objetosc jest równa cn I(p . n!),

gdzie p = al ..... an (to dla Czytelników oswojonych z geometria wielowymiarowa).

Udowodnij, ze liczba punktów o wspólrzednych calkowitych, lezacych w tym

sympleksie, nie jest mniejsza niz jego objetosc. Gdy ai = 2i oraz c = 2n, wówczas liczba

ta jest równa f(2n); por. warunek (2). Stad

(4) f(2n) ::::2n(n-l)/2 In!.

I znów: uzyskana liczba jest wieksza od 2n2/4, ale dopiero, gdy n ::::12. Konieczne
jeszcze jakies uzasadnienie dla mniejszych n.

Rozwiazanie 7. Dla n, k = O,1,2, ... niech F(n, k) bedzie liczba ciagów

(Xl, ... ,Xn) o wyrazach calkowitych Xi :::: O, spelniajacych nierównosc

2Xl + 22x2 + ... + 2nxn ~ k . 2n. Tak wiec F( n, l) = f(2n) (warunek (2)). Wyprowadz
wzór rekurencjny

F(n, k) = F(n-1, O) + F(n-1, 2) + F(n-1, 4) + F(n-1, 6) + ... + F(n-1, 2k);

F(O, k) = F( n, O)= 1. Udowodnij, ze F( n, k) ::::2n(n-l)/2 kn In! dla n, k ::::O (indukcja

wzgledem n). Dla k = l daje to nierównosc (4), z prawa strona wieksza od 2n2/4 dla

n ::::12. Teze dla mniejszych n mozna dostac z uzyskanej przed chwila rekurencji.

Siedem rozwiazan. A to jeszcze nie koniec. Mozna uzyc funkcji tworzacych;

metoda ta, jako mniej elementarna, zostala tu pominieta. Mozna ubrac

niektóre z powyzszych rozwiazan w "sukienke kombinatoryczna"; mozliwe
sa przerózne odmiany i wariacje wszystkich pokazanych sposobów. Warto

zauwazyc, ze metody rozwiazan naleza do róznorodnych dzialów matematyki:

do kombinatoryki, teorii liczb, algebry, analizy, nawet geometrii.

Bogactwo idei matematycznych to niekwestionowany walor zadania. Czy

wystarczy, aby je nazwac pieknym? Jako sie rzeklo: rzecz gustu. Mozna

w kazdym razie zrozumiec tych matematyków, których zadanie zauroczylo. Ale

skoro piekne, to dlaczego brzydkie?

Jesli Czytelnik potraktowal serio propozycje próby sil przy atakowaniu "malych

zadanek" , z których skladaja sie powyzsze rozwiazania, zapewne byl zaskoczony

trudnosciami, które napotkal. Szczególnie irytujace mogly byc trudnosci

z uzyskaniem dowodu dla niewielkich n; zauwazmy, ze problem ten jest obecny

we wszystkich rozwiazaniach z wyjatkiem pierwszego.

Wlasciwie, co za problem? To tylko kwestia bezmyslnego sprawdzenia tezy

dla kilku wyrazów ciagu. Tak; ale, na przyklad, osiemnascie wyrazów ciagu

1(21),/(22),/(23), .•. (w rozwiazaniu piatym) to cwierc miliona wyrazów ciagu

1(1),/(2),/(3), .... Kto ciekawy, niech spróbuje obliczyc te wyrazy, korzystajac

ze wzorów rekurencyjnych (1). Nie na kartce papieru - na komputerze! Problem

nie z moca obliczeniowa, tylko z pojemnoscia pamieci: aby ze wzoru (1)
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wyznaczyc 1(1998), trzeba znac 1(999); w kazdej chwili trzeba pamietac

wszystkie wczesniejsze wyrazy (no, polowe)·

Postawmy sie teraz w sytuacji uczestnika Olimpiady, który nie mial szczescia

wpasc na pomysl przedstawiony w pierwszym rozwiazaniu. Znalazl inny

dowód, i tylko - bagatelka - nie umial sobie poradzic z kilku (kilkuset)

tysiacami wyrazów poczatkowych. Ale jezeli jest to dowód indukcyjny - tak, jak

w rozwiazaniach 2, 3, 4 - i jezeli brak uzasadnienia tezy dla wartosci wyjsciowej,

to nic nie zostalo udowodnione. Z oczywistych chyba powodów nie bylo to

przy ocenianiu traktowane w ten sposób; dowody, w których nie brakowalo

niczego poza owym nieszczesnym sprawdzeniem, byly uwazane za "zasadniczo

poprawne", z usterka, która kosztowala nie wiecej niz jeden punkt.

W rozwiazaniach 5, 6, 7 sytuacja jest troche inna: sprawdzenie tezy dla

malych n nie jest potrzebne w dowodzie dla wiekszych n. Zauwazmy teraz,

ze rezultat uzyskany w tych rozwiazaniach jest, w pewnym sensie, znacznie

mocniejszy niz to, czego sie zada w zadaniu. Niech g(n) = log2 1(2n). Teza

zadania orzeka, ze g(n) > ln2. Nierównosc (3) z rozwiazania 5 pokazuje zas, ze

(5)

Rozwiazanie zadania M 862.

Wprost z definicji Xn otrzymujemy ciag
równosci

X~+l - 4 = (x~ - 2)2 - 4 =

=x~(x~-4)=

= X~X~_l(X~_l - 4) =

= (XnXn_l -o oXl)2(X~ - 4) =

= 21(Xl In)"

Stad wynika, 7.e

(X)2 4
~ =21+---
XI .. In (:rl ... xn)2

dla dowolnego n. Poniewaz z nierównosci

I2: 2 wynika "'02 - 2 2: 2, wiec dla

dowolnego n mamy xn 2: 2 i widac juz,

ze szukana granica jest równa v'21

a nierównosc (4), otrzymana w rozwiazaniach 6 i 7, jest jeszcze troche silniejsza.

W polaczeniu z druga czescia tezy zadania (g(n) < ~n2) oszacowanie (5) daje

calkiem niezla informacje o asymptotycznym zachowaniu ciagu g( n), gdy

n -lo 00; w kazdym razie znacznie lepsza niz podana nierównosc g(n) > ln2.

Tylko, jak na zlosc, nie implikuje tej ostatniej nierównosci dla malych n.

I w ten sposób praca zawodnika, zawierajaca rezultat matematycznie bardziej

wartosciowy, okazywala sie byc rozwiazaniem niepelnym - w odróznieniu od

pracy, w której dowodzi sie "tylko" oszacowania g( n) > ln2, ale za to dla

wszystkich n. Czy to wystarczajaco uzasadnia nazwanie zadania brzydkim?

Slowa krytyki naleza sie komisji zadaniowej; a poniewaz bylem czlonkiem

tejze, bedzie to samokrytyka. Troche wyjasnien. Zadania na Miedzynarodowa

Olimpiade Matematyczna wybiera Jury Olimpiady zlozone z przewodniczacych

delegacji uczestniczacych panstw; robi to w ciagu dwóch dni poprzedzajacych

zawody. Zgloszone wczesniej propozycje zadan liczy sie na setki. Aby Jury

moglo w ogóle cokolwiek przez te dwa dni zdzialac, konieczna jest jakas wstepna

selekcja. Tym sie zajmuje komisja zadaniowa, majaca kilka tygodni na dokladne

zapoznanie sie z wszystkimi proponowanymi zadaniami. Tym razem w pracach

komisji zadaniowej uczestniczylo kilku matematyków spoza kraju organizujacego

olimpiade - po jednym z Brazylii, Bulgarii, Nowej Zelandii i Polski. Nasza

rola bylo wybranie okolo 30 zadan i przekazanie ich na forum Jury, w formie

opracowania zawierajacego komentarze, wzorcowe metody rozwiazan oraz

ewentualne sugestie niewielkich zmian tresci.

Bylismy swiadomi tego, ze przy niektórych metodach podejscia pojawia sie

klopot z malymi wartosciami n. Dodajmy jednak (gwoli usprawiedliwienia?),

ze w kazdym z przedstawionych powyzej rozwiazan problem ten da sie pokonac,

i to metodami podobnymi do uzytych w danym rozwiazaniu; komputer nie jest

potrzebny. N a czym wiec polegal nasz blad? Nie uswiadomilismy sobie, jak

duze trudnosci sprawi to zawodnikom - i to trudnosci bezsensowne, zwazywszy

istotna "matematyczna" zawartosc dowodzonej tezy.

Moze powinnismy byli zaproponowac zmiane polecenia zadania na cos takiego:

Udowodnic, ze 2n2/4 < 1(2n) < 2n2/2 dla dostatecznie duzych n?

Albo: Udowodnic, ze istnieje taka stala C > O, ze C· 2n2/4 < 1(2n) < 2n2/2 dla

n::::: 3?

Czy wrecz: Udowodnic, ze dla kazdej liczby ,A < ~ istnieje taka liczba

naturalna no, ze 2>-on2< 1(2n) < 2n2/2 dla n :::::no?
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oraz

= 1 _ !im Yn = 1,
n-oo Xn

= 1 + !im !0.. = 1
n_co Xn

N a koniec jeszcze kilka uwag. Trzymajmy sie oznaczenia g( n) = log2 f(2n).

W zadaniu nalezy dowiesc, ze ~n2 < g(n) < tn2. Jest to typowe zagadnienie

estymacyjne. Miedzy prawa i lewa strona jest ogromna przepasc. J ak mozna

poprawic dolne oszacowanie, pokazuje nierównosc (5); zgodnie ze zwyczajami

przyjetymi w badaniach asymptotycznych nie zwracamy juz teraz uwagi na

zaden poczatkowy skonczony odcinek ciagu g( n). Oszacowanie górne (uznane

na wstepie za czesc tezy zaslugujaca na mniej uwagi) takze mozna poprawiac.

Potrafie, na przyklad, pokazac, ze

tn2 - n log2 n + An < g(n) < tn2 - n log2 n + Bn,

gdzie A = log2 e - t, B = log2(3e) - t·
W problemach estymacyjnych nie ma czegos takiego, jak "najlepszy rezultat"

- chyba ze uda sie znalezc dokladny wzór dla wyrazów ciagu; ale wtedy to

juz nie jest zagadnienie estymacyjne. Kazde poprawienie oszacowania, czy

to dolnego, czy górnego, moze byc znaczacym postepem. Bylbym bardzo

zainteresowany wiadomoscia o tym, ze w napisanej wyzej nierównosci podwójnej

da sie zwiekszyc stala A lub zmniejszyc stala B. A jeszcze lepiej, gdyby udalo

sie je zrównac - tak, by "rozwarcie nozyc" zeszlo do poziomu wyrazów rzedu

nizszego niz C . n. Drodzy Czytelnicy: to kolejne "male zadanko"!

Tylko ze przy kazdym z tych przeformulowan tresc zadania staje sie ciezsza,

traci elegancje. I wracamy do tytulu snutych rozwazan (piekne brzydkie).

Co lepsze? Ladna tresc, brzydkie rozwiazanie? Ladne rozwiazanie, brzydka

tresc? Dylemat: cos za cos. Zrecznego wyjscia nie widze. Ale faktem jest,

ze w materiale dla Jury, opracowanym przez nasza komisje, "problem malych n"

zostal zasygnalizowany nie dosc wyraziscie.

= v'd.

I. Xnlm -
n_co 2kn

I. Xnlm
n_oc 21n

In
!im --

n_ex> kn

Yn

!im 2kn = lim Xn + Yn =
n_oc Xn n_oc Xn

. 21nv'd . Xn - Yn
hm --- = hm ---- =

n._oo Xn n_oc Xn

czyli ostatecznie

Rozwiazanie zadania M 863.

Rozpatrzmy ciag {Yn} "sprzezony" do

{xn}, tzn. Yn = (a - bv'd)n. Latwo
sprawdzic, ze wtedy Yn = kn - Inv'd.

Poniewaz !iczby a, b sa dodatnie, wiec

I a - bv'd Imamy -----.;=, < 1 i dlatego ciaga + bvd

(a-bv'd)n.-----.;=, dazy do zera. MamyXn a+bvd
stad

Rozwiazanie zadania M 864.
Mamy

. (2n - 1)2

. (2n?
. _(2_n_-_1_)_(2_n_+_1_)_1_ < _1_ .

(2n)2 2n+1 2n+l

Stad wynika juz, ze !im an = O.

Pozytek z funkcji stalej

Funkcja stala na przedziale ma w nim, jak wiadomo, pochodna stale równa zeru;

co wiecej, funkcja, która ma w przedziale pochodna stale równa zeru, jest w tym

przedziale stala. Czy tak oczywiste fakty moga byc przydatne? Moga.

Zalózmy, ze mamy funkcje f z ~ w ~, wszedzie rózniczkowalna i równa swojej

pochodnej oraz przyjmujaca dla x = O wartosc 1. Wykazemy, ze ta funkcja musi

byc eX. W tym celu obliczmy pochodna funkcji g( x) = f( x) . e-X. Ze wzoru na

pochodna iloczynu otrzymujemy

g' (x) = J'(x) . e-x - f(x) . e-x.

Ale J' = f, wiec g' (x) = O dla kazdego x w ~. Funkcj a g( x) jest wiec stala,

po podstawieniu x = O (pamietamy, ze f(O) = 1) stwierdzamy, ze jej jedyna

wartoscia jest 1, a stad juz widac golym okiem, ze f( x) = eX. Lekkie, latwe

1 przYJemne.

Spróbujmy dalej. Niech f i g beda funkcjami rózniczkowalnymi w ~,

takimi, ze J' = -g, g' = f, f(O) = 1 i g(O) = O. Domyslasz sie, Czytelniku,

o kim mowa? Jesli nie (a nawet jesli tak), zacznij od wykazania, ze funkcja

h( x) = (f( x) - cos X)2 + (g( x) - sin x)2 jest stala. Reszta to juz drobiazg.

Mozna by powiedziec za Archimedesem: dajcie mi funkcje stala, a udowodnie

wszystko!

W.E.
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