
Redakcja

Zgodnie z listopadowa zapowiedzia w tym numerze prezentujemy naszym

Czytelnikom wybór równan rózniczkowych. Nie ma w nim, oczywiscie,

wszystkich równan rózniczkowych swiata: przygotowanie ich listy po pierwsze

- przekracza nasze mozliwosci, po drugie - nie bylo nasza intencja. Chcielismy

pokazac Czytelnikom w miare reprezentatywna garsc równan waznych, zarówno

z punktu widzenia róznych zastosowan, jak i samej matematyki. Mamy nadzieje,

ze sie to nam choc w czesci udalo.

Matematyka zywi sie zmiennoscia, zmiennosc

wyraza sie (najczesciej) funkcja - stad funkcje sa

w matematyce bardzo wazne. Czesto jednak bywa

tak, ze wiele wiadomo o zachodzacych zmianach,

ale trzeba dopiero odkryc funkcje, która je opisuje.

Mozna wtedy spróbowac ulozyc równanie, w którym

owa funkcja bedzie niewiadoma. Jesli w równaniu

wystepuja jej pochodne, to mamy do czynienia

z równaniem rózniczkowym (dalej czesto zapisywanym

jako "r.r."). Gdy poszukiwana funkcja ma tylko jedna

zmienna, takie równanie nazywa sie zwyczajnym, jesli

to funkcja wielu zmiennych (a zatem trzeba mówic

o jej pochodnych czastkowych), mamy równanie

rózniczkowe czastkowe. Liczne przyklady takich

równan mozna znalezc na dalszych stronach Delty.

Jaka funkcja ma te wlasnosc, ze jej pochodna jest

stala (czyli wartosci funkcji zmieniaja sie w sposób

jednostajny)? Równanie y' = a ma, jak wiadomo,

nie jedno rozwiazanie, lecz wrecz przeciwnie:

nieskonczenie wiele (kazde postaci y = ax + b),

i wszystkie one spelniaja postawiony funkcji warunek.

Aby zatem wyróznic jedno z nich, trzeba ustalic,

czego oczekujemy od wybranego rozwiazania. Jesli

np. funkcja y ma opisac droge, przebyta przez obiekt

w czasie x, to byc moze zechcemy uznac, ze droga

zaczyna sie w zerowym momencie rozpoczecia ruchu,

czyli y(O) = O. Teraz mamy juz tylko jedna funkcje

z wykresem przechodzacym przez punkt (O, O) i jest

ona rozwiazaniem szczególnym równania. Taki

dodatkowy warunek, pozwalajacy wyróznic jedno

rozwiazanie sposród wielu, nazywa sie warunkiem

poczatkowym lub brzegowym. Jesli w r.r. (zwyczajnym)

wystepuja dalsze pochodne funkcji y az do pochodnej

n-tej, to po pierwsze, mówimy o równaniu n-tego

rzedu, a po drugie, wyróznienie jednego rozwiazania

wymaga wskazania nie tylko wartosci, jaka ma

przyjmowac funkcja w pewnym punkcie xo, ale takze

wartosci kazdej pochodnej rzedu nie wiekszego od

n-l w Xo (taki warunek nazywa sie poczatkowym)

- lub n punktów, przez które ma przechodzic wykres y

(warunek brzegowy). Czytelnik moze zechciec

to zobaczyc na prostym przykladzie równania

y" = a. Natomiast ogólnym rozwiazaniem r.r.

(zwyczajnego lub czastkowego) jest rodzina funkcji,

zaleznych od n parametrów (gdy r.r. jest rzedu n),
a podstawienie konkretnych wartosci za te parametry

daje rozwiazanie szczególne (choc niekoniecznie

wszystkie rozwiazania szczególne mozna tak otrzymac

- te pozostale sa rozwiazaniami osobliwymi). Jesli

r.r. jest zwyczajne, parametry reprezentuja liczby,

jesli czastkowe - funkcje n-l zmiennych. Zadanie

znalezienia rozwiazania szczególnego, spelniajacego

dane warunki poczatkowe, nosi nazwe zagadnienia

Cauchy'ego. Nie zawsze ma ono jednoznaczne

rozwiazanie (moze bowiem miec ich kilka lub

wcale). Stad podstawowe twierdzenia teorii r.r.

dotycza warunków istnienia i jednoznacznosci

rozwiazania zagadnienia Cauchy'ego. Na koniec

tych przygotowan do lektury nielatwych tekstów,

wypelniajacych nasz atlas równan rózniczkowych,

nalezy wspomniec o pewnym zagadnieniu, zrodzonym

z motywacji praktycznych, a mianowicie o stabilnosci.

Otóz w zastosowaniach r.r. wartosci, wystepujace

w warunkach poczatkowych, pochodza czesto

z "zycia", czyli z obserwacji i pomiarów. Sa wiec

zazwyczaj obarczone niedokladnoscia - ale mimo to

na takich wlasnie wartosciach opiera sie poszukiwanie

odpowiedniego rozwiazania szczególnego. Byloby

dobrze, gdyby owe niedokladnosci nie wplywaly

nadmiernie na rozwiazanie. Wyróznia sie zatem

rozwiazania stabilne, czyli takie, które ulegaja tylko

malym zmianom, gdy malo zmieniaja sie wartosci

poczatkowe. Inne sa z praktycznego punktu widzenia

nieprzydatne. Metody rozwiazywania (calkowania) r.r.

to tylko jeden z mnogosci problemów matematycznych

z nimi zwiazanych. Wiele miejsca w teorii zajmuje

np. zachowanie sie rozwiazan. Znaczenie równan bierze

sie jednak przede wszystkim z ogromu ich zastosowan

- których ilustracja moga byc zamieszczone w numerze

przyklady.

Równania Newtona

(1) mf:=F(r,i,t),

sa wyrazem II zasady dynamiki. Wystepujaca po prawej str<?nie sila F
traktowana jest jako zadana funkcja polozenia r, predkosci r i czasu t. Jej

konkretna postac zalezy od warunków fizycznych, w jakich znajduje sie

czastka, której ruch równania te opisuja. Fizycznie uzasadnione jest zalozenie,

ze funkcja F jest regularna, tj. ciagla, gladka itp. W takiej sytuacji ruch

czastki, opis.any funkcja r= r(t), jest okreslony przez zadanie polozenia r(to)
i predkosci r(to) w chwili poczatkowej to - przynajmniej w pewnym otoczeniu

tej chwili.
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W szczególnym przypadku, gdy

w2(t) = const· (1 + € cost), gdzie € « 1,

równanie (3) nazywane jest równaniem
Mathieu.

Rezonans parametryczny polega na

tym, ze na skutek okresowych zmian

parametrów ukladu polozenie równowagi,

które jest stabilne przy kazdej ustalonej

wartosci parametru l staje sie niestabilne.

R.ozwi:p:anie zadania F 489.

Ope,I' wlókna zaró\ivk, ZIh\CZ'!:CO rOStlltO

\Vnl'Zz temperatura Poclc:....;as p0l111arU

oporu O1l1ornl('rzem pl"J;('7,zar ~)\vkQ

przeplywa stosunkowo ni(·wielkl prad

i temperatura Jej wlókna jest bhtika

pokojowej. Oczywiscie, w norrnalnych

warunkach pracy zarówki temperatura

ta jest znacznie wyzsza.

Równanie oscylatora harmonicznego
d2x

(2) dt2 + w2x = O,

jest ogólnym równaniem wszelkich malych drgan wokól polozenia równowagi.

Opisuje np. male drgania wahadla zawieszonego na niewazkiej , nierozciagliwej

nici; wtedy w2 jest stosunkiem przyspieszenia ziemskiego do dlugosci wahadla,

a x ~ katem miedzy nitka i kierunkiem pionowym. Z równania wynika,

ze okres drgan wahadla T = 27rIw = 27rVfTi, nie zalezy od amplitudy drgan.

Równanie (2) opisuje równiez drgania kulki zawieszonej na sprezynie (wtedy

w2 = klm, gdzie k oznacza wspólczynnik sprezystosci sprezyny, a m ~ mase

kulki) .

Równanie Hilla

d2x

(3) dt2 + w2(t)x = O,

w którym wspólczynnik w jest okresowa funkcja czasu t, opisuje male drgania

pod wplywem okresowo zmiennej sily lub np. drgania wahadla o okresowo

zmieniajacych sie parametrach. W astronomii równania tego typu uzywane sa

m.in. do analizy ruchu Ksiezyca.

Okazuje sie, ze dla równania Hilla moze zachodzic tzw. rezonans parametryczny:

ze zjawiskiem tym spotykamy sie np. wtedy, gdy za pomoca wychylen

o odpowiednio dobranej czestotliwosci udaje sie nam rozbujac hustawke.

Równania Eulera ciala sztywnego

hW1 + (13 - h)W2W3 = M1,

(4) 12w2 + (h - 13)W3W1 = M2,

13w3 + (h - h)W1W2 M3,

opisuja ruch obrotowy ciala sztywnego. Szukana wielkoscia jest tu wektor

predkosci katowej w = (W1, W2, W3), a zadanymi glówne momenty bezwladnosci

h, h, 13 i wektor momentu sily M = (M1, M2, M3). W przypadku M = O

równania te opisuja baka swobodnego i wtedy znane sa jakosciowe cechy

rozwiazania, które nie wyraza sie na ogól przez funkcje elementarne.

Jesli natomiast h = 13, czyli wtedy, gdy rozwazamy przypadek baka

symetrycznego swobodnego, nietrudno jest znalezc rozwiazanie za pomoca funkcji

elementarnych.

Równania Hamiltona

( ) . oH . oH l l f
5 ql =~, PI = -~, =, ... "UPI uql

opisuja ruch ukladu mechanicznego o f stopniach swobody, rozumiany jako

ruch punktu-obrazu w 2f-wymiarowej przestrzeni fazowej o wspólrzednych ql

(tzw. wspólrzednych uogólnionych) i PI (tzw. pedów uogólnionych). Funkcja

H = H(ql, PI, t) zwana jest hamiltonianem ukladu.

Równanie Hamiltona-J aco biego

oS (OS)(6) 7ft+H ql'oql,t =0,

jest równaniem rózniczkowym czastkowym, którym czesto poslugujemy sie

w celu rozwiazania równan rózniczkowych zwyczajnych Hamiltona. Interesuje

nas przy tym tzw. calka zupelna tego równania, tj. takie jego rozwiazanie

S = S(ql, t, QI), które zalezy w istotny sposób od f parametrów dowolnych Q/,

l = l, ... , f. Jednym z tych parametrów moze byc energia E, która pojawia

sie w sytuacji, gdy hamiltonian H nie zalezy od czasu, ali = O. Szukajac

rozwiazania równania Hamiltona-J acobiego w postaci S = Sa - Et, gdzie

funkcja Sa = Sa (ql) nie zalezy od czasu t, otrzymujemy równanie
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H amiltona-J acobiego bez czasu:

Rozwiazanie zadania F 490.

Wystarczy wlaczyc n" par.,; mlllut jeden

z wylaczników, wylaczyc go, wlaczyc

drugI i przejsc do pokoju z zarówkami

Taj która sie swieci, polaczona Jest

z drugim wylacznikIem. Z pozostalych

dwóch zarówek ciepla polaczona Jest

z pIerwszYITI wylacznikielTI, a zimna
z trzecim.

Równanie hipergeometryczne (Gaussa)

( ) d2y (1 + a + fJ)x - , dy afJ _ O
7 -2 + () + ( )y - ,dx x x-l dx x x-l

gdzie a, fJ i , sa liczbami rzeczywistymi róznymi od zera, a ponadto, nie

jest liczba calkowita, pojawia sie, podobnie jak równanie Bessela, w licznych

zagadnieniach fizyki matematycznej. Calkowanie wielu równan drugiego

rzedu mozna sprowadzic do calkowania równania Gaussa (prosze np. dokonac

w równaniu Legendre'a - patrz nizej - zamiany zmiennej niezaleznej x = 1 - 2t).

Rozwiazania równania Gaussa wyrazaja sie przez szeregi hipergeometryczne

Równanie Legendre'a

Rozwiazania tego równania dla m = O, tzw. wielomiany Legendre'a, dane sa

wzorem Rodriguesa:

F (x)=l ~a(a+l) ... (a+(k-l))fJ(fJ+l) ... (fJ+(k-l)) k

a,(3,-y +~ k!,(,+l) ... (,+(k-l)) x

i sa zbadane równie dobrze, jak funkcje sinus i cosinus.

x E [-1,1],(8) ( )' m2- (1- x2)P'(x) +--2 P(x) = l(l + l)P(x),l-x

gdzie m i l sa nieujemnymi liczbami calkowitymi, pojawia sie np. w koncowym

etapie calkowania zagadnienia ruchu elektronu w kulombowskim polu sil

o symetrii sferycznej (czyli w matematycznym opisie atomu wodoru), gdy

okreslamy "katowa czesc" funkcji falowej.

Równanie Bessela

2d2u du 2 2
(9) X dx2 + x dx + (x - v )u = O,

(liczba v jest parametrem) pojawia sie przy okazji rozwiazywania wielu

zagadnien w fizyce, astronomii i technice, szczególnie w przypadkach, gdy

rozpatrywany problem ma symetrie sferyczna lub cylindryczna. Rozwiazania

tego równania, tak zwane funkcje Bessela, sa bardzo uzytecznymi funkcjami

specjalnymi; dzieki nim mozna wyrazic w jawny sposób np. amplitude drgajacej

membrany o kolistym ksztalcie, wysokosc czystych tonów tej membrany czy

zmiany temperatury wewnatrz stygnacej, jednorodnej kuli.

( 1 dl (2 I)Pl x) = l!2l dxl (x - 1)

- prosze sprawdzic, ze wzór ten istotnie okresla pewien wielomian stopnia l,

który znika na koncach przedzialu [-1,1] i spelnia równanie (8) dla parametru

m = O. W ogólnym przypadku rozwiazanie wyraza sie wzorem

Pm,I(X) = (1 - x2)m/2 d~: PI(X) , l = O, 1,2, ... , m = O, 1, ... ,1.

Równanie Riccatiego

Kwadratu.ra to staroswiecka nazwa

calkowania. Wzi~la sie ona stad, ze calki

pierwotnie sluzyly tylko do mierzenia pól,

Starozytni zas, chcac ustalic pole jakiejs

figury, zamieniali ja na kwadrat.

(10) y' = p(x)y2 + Q(x)y + R(x)

jest jednym z naj prostszych równan rózniczkowych zwyczajnych, które na ogól

nie jest calkowalne za pomoca kwadratur. Oznacza to, ze jego rozwiazanie

nie wyraza sie przez calki nieoznaczone z funkcji P, Q, R ani z funkcji, które

mozna z nich uzyskac, dokonujac operacji algebraicznych. J ak udowodnil

w XVIII wieku Riccati, w szczególnym przypadku, gdy równanie ma postac

(lO') y' + ay2 = bxm ,
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gdzie a, b i m sa stalymi, a liczba m/(2m + 4) jest calkowita, rozwiazania

równania (lO') wyrazaja sie przez funkcje elementarne. W XIX wieku Liouville

wykazal, ze przy wszystkich innych wartosciach m równanie (lO') nie jest

calkowalne za pomoca kwadratur.

Równanie Riccatiego jest stosowane do opisu kinetyki reakcji chemicznych,

a takze w biologii populacyjnej (gdzie nosi nazwe równania Verhulsta).

W drugim przypadku funkcje P, Q i R sa stale, przy czym P < O, co odpowiada

nieliniowym zmianom liczby narodzin i smierci w duzych populacjach.

Ten model matematyczny nazywany jest

czasem modelem drapieznik-ofiara.

Równania Lotki-Volterry
dz dr

(11) - = az - Azr - = -{3r + "zrili ' ili r ,
stanowia naj prostszy matematyczny model zmian liczebnosci dwóch

rywalizujacych ze soba populacji, rysiów i zajecy. Zmienna t to czas, r oznacza

liczbe rysiów, z - liczbe zajecy, a a, {3, A i J.l sa stalymi dodatnimi. Model jest

interesujacy przede wszystkim z jakosciowego punktu widzenia.

Latwo widziec, ze gdy wcale nie ma rysiów, równania przewiduja wykladniczy

wzrost liczby zajecy; jesli natomiast wcale nie ma zajecy, to liczba rysiów maleje

do zera, równiez wykladniczo. Typowe rozwiazania ukladu Lotki-Volterry

odpowiadaja sytuacji, w której liczebnosci obu populacji zmieniaja sie okresowo

w dosc stabilny sposób.

Uklad równan Lorenza

(12)

z

{ x(t) = -ux(t) + uy(t),

iJ(t) = -x(t)z(t) + rx(t) - y(t),

z(t) = x(t)y(t) - bz(t),

gdzie u, r i b sa dodatnimi stalymi, byl rozwazany na poczatku lat

szescdziesiatych przez amerykanskiego meteorologa, Edwarda Lorenza, podczas

jego pionierskich prób numerycznego prognozowania zmian pogody.

Jest to uklad dysypatywny: generowany przezen potok fazowy zmniejsza

objetosc w przestrzeni fazowej; tzn. jesli z punktów (x(O), y(O), z(O)) zbioru

Vo C ~3 "wypuscimy" rozwiazania ukladu (x(t), y(t), z(t)), to dla dowolnego t

zbiór V(t) = {(x(t), y(t), z(t)) I (x(O), y(O), z(O)) E Vo} bedzie mial objetosc

mniejsza od Vo. Dla u = 10, r = 28 i b = 8/3 trajektorie ukladu przyciagane sa

przez ograniczony zbiór o dziwnym ksztalcie, tak zwany atraktor Lorenza (patrz

rysunek).

Równania Maxwella

(a)

(b)

(c)

(13)

podstawowe równania elektrodynamiki klasycznej, opisujace zjawiska

elektromagnetyczne w dowolnym osrodku, sformulowane przez J.C. Maxwella

w latach 60. XIX wieku. Postac równan Maxwella jest nastepujaca (uklad

jednostek Gaussa):
- laB -

rot E+ -- = O
c at '

div B = O,

- l aD 47l'-

rot H - - - = - j,
c at c

(d) div D = 47l'/?

Równanie (a) wyraza prawo indukcji Faradaya. Równanie (b) wyraza

elementarny fakt empiryczny - brak ladunków magnetycznych. Równanie (c)

jest uogólnieniem empirycznego prawa Ampere'a, dotyczacego wzbudzania pola

magnetycznego pradem elektrycznym, na pola zalezne od czasu; uogólnienie to

wyraza przekonanie Maxwella, ze zmienne pole elektryczne wzbudza - podobnie

jak prad - pole magnetyczne. Równanie (d), czesto zwane twierdzeniem Gaussa

w formie rózniczkowej, jest uogólnieniem prawa Coulomba oddzialywania

ladunków elektrycznych.

Pole elektromagnetyczne w prózni opisane

jest dwiema wielkosciami wektorowymi

zaleznymi od czasu i polozenia:

natezeniem pola elektrycznego E

i indukcja magnetyczna B. Pola te

okreslone sa przez swe dzialanie

na ladunki elektryczne, których

konfiguracja opisana jest gestoscia

ladunku 12 (ladunkiem na jednostke

objetosci) i gestoscia pradu J (ladunkiem

przenoszonym w jednostce czasu

przez jednostkowa powierzchnie,

prostopadla do kierunku ruchu ladunków

- tzn. prostopadla do J). Dla opisania

procesów elektromagnetycznych

w osrodkach materialnych, oprócz

wektorów E i B, potrzebne sa

pomocnicze wielkosci wektorowe:

indukcja elektryczna jj i natezenie pola

magnetycznego jj.
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(a) i (b)

(c) i (d)

Konwencja sumacyjna i wedrówka

wskazników. Konwencja sumacyjna
Einsteina mówi, ze jesli w wyrazeniu

jednomianowym pewien wskaznik

wystepuje dwukrotnie, to rozumie
sie, iz nastapilo sumowanie wzgledem

tego wskaznika w calym zakresie, jaki
wskaznik ten przebiega. W naszym

atlasie wskazniki lacinskie przebiegaja

zakres od 1 do 3, natomiast greckie od O
do 3. Wspólrzedne czasoprzestrzenne sa
oznaczane xJJ- = et l X, y, z. Tensorem

metrycznym jest g"v i (poza haslem
Równania Einsteina) rózne od zera sa

tylko jego wyrazy diagonalne, równe
odpowiednio: +1, -1, -1, -1. Tensorem

odwrotnym jest g"V; jest on zadany

równoscia g"V gev = 6~ (czyli Odla
J1.:f. (! i 1 dla J1.= (!). Tensory te sluza
do "opuszczania" i "podnoszenia"

wskazników wedlug regul: a" = g"vaV

oraz aJJ. = gILl.lav.

W prózni, gdy jj = E i fi = E, równania Maxwella stanowia uklad zamkniety.

Nalezy je rozwiazywac przy zadanych e i ;, spelniajacych (wynikajace z równan

Maxwella) równanie ciaglosci:

oe d' -: O
ot + 1VJ = .

Warunki poczatkowe stanowia pola E i E zadane w pewnej chwili to

i spelniajace (w tej chwili) warunki wiezów, tj. równania (b) i (d). Równania

zawierajace pochodne wzgledem czasu (a) i (c) wyznaczaja wtedy pola E

i E w pewnym otoczeniu chwili to, przy czym tak wyznaczone pola spelniaja

warunki wiezów (b) i (d) - teraz juz wszedzie tam, gdzie sa okreslone.

W osrodkach materialnych równania makroskopowe (z czterema polami E,

E, jj i fi) sa otrzymywane z równan mikroskopowych (z dwoma polami E

i E) przez usrednienie uwzgledniajace zlozony mechanizm oddzialywania pola

elektromagnetycznego z ladunkami osrodka (teoria elektronowa Lorentza).

Zwiazki miedzy polami jj i fi a E i E, zwane zwiazkami materialowymi

(lub równaniami stanu), maja na ogól charakter zwiazków funkcjonalnych,

tzn. wartosci jj i fi w okreslonym miejscu i czasie zaleza nie tylko od wartosci E

i E w tym jednym miejscu i w tym jednym czasie, lecz od E i E rozumianych

jako funkcje miejsca i czasu. W zwiazkach tych moze np. wystepowac

zaleznosc od historii materialu - w takim przypadku mówimy o wystapieniu

zjawiska histerezy, a materialy, które zjawisku temu podlegaja, nosza nazwe

segnetoelektryków (histereza elektryczna) i ferromagnetyków (histereza

magnetyczna). Jednakze dla wiekszosci osrodków izotropowych zwiazki te

przybieraja prosta funkcyjna (a nie funkcjonalna) postac:

jj = [E, E = Jlfi,

gdzie [ = [(x, y, z) - przenikalnosc elektryczna osrodka, a Jl = Jl( x, y, z)

- przenikalnosc magnetyczna osrodka. Zwykle te zwiazki materialowe uzupelnia

sie polowym prawem Ohma, ; = (TE (gdzie (T = (T(x, y, z) jest przewodnictwem

wlasciwym materialu), opisujacym zdolnosc przewodzenia pradu przez nosniki

zwiazane w materiale.

W relatywistycznym opisie czasoprzestrzennym, gdy (xJ1.) = (et, x, y, z)

i Jl, V, ... = 0,1,2,3, tworzymy tensor pola elektromagnetycznego FvJ1. = -FJ1.v

o skladowych Fal = Ex, F02 = Ey, F03 = Ez, F12 = -Bz, F23 = -Bx

i F31 = - By oraz czterowektor pradu jJ1. o skladowych ja = ce i (j1, j2, j3) = ;.
Równania Maxwella w prózni zapisuja sie nastepujaco:

oJ1.Fv(! + o(!FJ1.v + ovF(!J1. = O,

ovFJ1.V = _ 47r jJ1.,
C

przy czym FJ1.V = gJ1.(!gV17 F(!17' gdzie (gJ1.(!) = diag( +1, -1, -1, -1), jest macierza

metryczna Minkowskiego.

Równanie falowe

(14)

wzglednie

(d'Alemberta)
1 02u n 02u

2"-02 - L -o 2 = 47rF(x, t)C t X·
i=l '

Dla n = 2 jest inaczej: nawet gdy dane

poczatkowe znikaja poza pewnym

zbiorem ograniczonym, to dla dowolnego
punktu plaszczyzny przedzial czasu,
w którym pojawiaja sie niezerowe
wartosci rozwiazania, jest nieograniczony.

gJ1.V OJ1.0vU = 47r F,

dla n = 1 i 2 opisuje (male) drgania odpowiednio strun, membran, a dla n = 3

- fale akustyczne, a takze fale elektromagnetyczne. Parametr c jest predkoscia

rozchodzenia sie fali; funkcja F opisuje zródlo fal. Operator rózniczkowy stojacy

po lewej stronie równania nazywamy operatorem d'Alemberta.

Dla n = 3 i dla F = O rozwiazania równania falowego spelniaja zasade Huygensa:

jesli u(x, O) = ~~(x, O) = O dla wszystkich x spoza pewnego zbioru

ograniczonego w rm.3, to dla dowolnego Xo istnieje taka chwila to, ze u(xQ, t) = O

dla t> to. Dzieki temu mozemy czasem odpoczac w ciszy.
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Rozwiazania równania falowego (patrz

wyzej) nie maja tej wlasnosci: moze

sie okazac, ze ich drugie pochodne

sa funkcjami ciaglymi nigdzie

nierózniczkowalnymi .

Równanie Poissona

3 a2u

(15) L ax2 = -47f1?,
i=l I

pojawia sie m.in. w klasycznej elektrodynamice: jesli zadana funkcja l? : n -> lm.

jest gestoscia rozmieszczenia ladunków w obszarze n c lm.3 (zakladamy,

ze osrodek otaczajacy ladunki jest próznia), to rozwiazanie u jest potencjalem

. d' l' k (au au au) k 'lpola elektrycznego, a Jego gra lent, czy l we tor ~, ~, ~ , o res aUX1 UX2 UX3

natezenie pola. W podobnym kontekscie równanie Poissona wystepuje równiez

w newtonowskiej teorii grawitacji.

Na zewnatrz obszaru naelektryzowanego funkcja l? jest równa zeru, wiec

potencjal u spelnia tam równanie Laplace'a (patrz nizej). Gdy n = lm.3, funkcja

u(x) = l/lxi wyraza potencjal elektrostatyczny wytworzony w prózni przez

jednostkowy ladunek znajdujacy sie w punkcie O.

Równanie Laplace 'a
n a2u

(16) L ax2 = O ,
i=l I

opisuje, ogólnie biorac, stany stacjonarne róznych procesów (dla n = 3 funkcja u

moze byc np. temperatura wewnatrz ciala znajdujacego sie w stanie równowagi

cieplnej - z tego rodzaju sytuacja mamy do czynienia np. przy ogrzewaniu

budynków o grubych scianach, gdy przez dluzszy czas temperatura na zewnatrz

i temperatura wewnatrz nie ulegaja wiekszym wahaniom).

Funkcje, które spelniaja równanie Laplace'a, nazywa sie funkcjami

harmonicznymi; wewnatrz obszaru, w którym spelnione jest równanie, nie moga

one miec lokalnych minimów ani maksimów (dowód tego faktu w przypadku

n = 1 jest banalny).

Zeby równanie Laplace'a mialo sens, wystarczy zalozyc, ze funkcja u ma ciagle

drugie pochodne. Okazuje sie, ze wówczas u ma pochodne wszystkich rzedów,

a nawet jest analityczna (tzn. jest suma swojego szeregu Taylora).

Uklad równan Cauchy'ego-Riemanna

(17) Ux = Vy,

Funkcja holomorficzna zmiennej

zespolonej to funkcja, która w kazdym

punkcie swojej dziedziny jest

rózniczkowalna w sensie zespolonym l

albo - równowaznie - jest suma zbieznego

szeregu potegowego o wspólczynnikach

zespolonych.

Slowo plaskorównolegly oznacza,

ze wektory predkosci cieczy sa styczne do

pewnej rodziny plaszczyzn równoleglych.

Ten model matematyczny zjawiska jest

mocno wyidealizowany: równanie (18)

przewiduje np., ze poczatkowy "impuls

cieplny" rozchodzi sie wewnatrz osrodka

nieskonczenie szybko.

stanowi warunek konieczny i zarazem dostateczny na to, zeby dwie funkcje u i v

(zalezne od dwóch zmiennych rzeczywistych x i y) byly, odpowiednio, czescia

rzeczywista i urojona funkcji holomorficznej zmiennej zespolonej z = x + iy.

Obie funkcje u i v sa funkcjami harmonicznymi: np. rózniczkujac obie strony

pierwszego równania wzgledem x, a drugiego wzgledem y, otrzymamy równosci

Uxx = vyx = vxy = -Uyy, z których wynika, ze Uxx + Uyy = O.

Uklad Cauchy'ego-Riemanna ma równiez interpretacje hydrodynamiczna·

Mianowicie, jesli rozpatrywac ustabilizowany tzw. plaskorównolegly przeplyw

cieczy, to wówczas pole predkosci cieczy ma postac v = (ux, uy), a czastki cieczy

poruszaja sie wzdluz linii v = const.

Równanie przewodnictwa cieplnego

au ~ a2u(18) -;:;- = ~ J=l2 + f(x, t),ut uX·
i=l I

opisuje, dla n = 3, zmiany temperatury jednorodnego ciala, w którym gestosc,

cieplo wlasciwe i wspólczynnik przewodnictwa cieplnego sa stale. Funkcja f jest

gestoscia rozmieszczenia zródel ciepla, a poszukiwana temperatura u jest funkcja

czasu t i punktu przestrzeni x. To samo równanie opisuje proces dyfuzji gazu

oraz zmiany stezenia roztworów.

6



(19)

Rozwiazanie zadania M 867.

Niech P, R beda punktami na

pólprostych AC i AD odpowiednio

takimi, ze AP = AR = AB Niech

Q bedzie takim punktem, by

czworokat APQR byl kwadratem. Wtedy

mamy nastepujace pary przystajacych

trójkatów: 6ABC i 6RQD, 6ABD
l 6PQC, 6BCD i 6QDC. Tak wiec

suma katów plaskich przy wierzcholku B
Jest równa

LPQC + LCQD + LDQR = LPQR =
= 90°.

Uwaga: zapis J. \7 oznacza operator

rózniczkowy
n

CJ\7)J = ""' . ajL..Jv.GXi'

i=l

Dla cieczy niescisliwej równanie stanu ma

postac g = const, a dla adiabatycznego

ruchu gazu mamy pg-K = const C" jest

stosunkiem ciepla wlasciwego, przy

stalym cisnieniu, do ciepla wlasciwego,

przy stalej objetosci, " = cpl cv).

Przy badaniu zjawiska rozchodzenia sie ciepla w cienkiej plycie lub precie

przyjmuje sie na ogól odpowiednio n = 2 lub n = 1. J ak zauwazyl Fourier,

w drugim przypadku latwo jest rozwiazac równanie, zakladajac, ze funkcja u

jest suma szeregu trygonometrycznego. Wyrosla z tego pomyslu cala teoria

szeregów Fouriera.

Okazuje sie, ze gestosc rozkladu normalnego o wartosci oczekiwanej O i wariancji

.J2i, czyli funkcja u(x, t) = ~ exp( _x2 j4t), spelnia równanie przewodnictwa2v 7rt

cieplnego - to jedno ze zródel niebanalnych zwiazków tego równania z teoria

prawdopodobienstwa.

Równanie Helmholtza

3 ;:)2

""'u U 2L..J {}x2 + k Zl = O ,
i=l '

opisuje amplitude u( x) fali o stalej czestotliwosci (prosze sprawdzic, ze takie

wlasnie równanie musi spelniac funkcja u, jesli u(x)eickt ma spelniac równanie

falowe - patrz wyzej). Równanie to pojawia sie w zagadnieniach rozpraszania fal.

W poczatkach naszego wieku badanie wartosci wlasnych operatora Laplace'a

- czyli liczb k2, dla których równanie (19) ma w zadanym obszarze n niezerowe

rozwiazanie, znikajace na brzegu tego obszaru - bylo jednym z motorów

rozwoju analizy funkcjonalnej. Okazuje sie, ze o ile n ma gladki brzeg

i skonczona objetosc, to takie liczby tworza ciag, który rosnie do +00. Ciag ten

jednoznacznie okresla np. objetosc obszaru n, pole powierzchni jego brzegu czy

liczbe dziur wewnatrz obszaru, nie okresla natomiast ksztaltu n z dokladnoscia

do izometrii. Oznacza to, ze nikt nie moze okreslic ksztaltu bebenka wylacznie
ze sluchu.

Równanie telegrafistów

{}2u 2 {}2u 2

(20) {}t2 - a {}x2 - b u = O,

gdzie a i b sa stalymi, opisuje natezenie pradu, a takze natezenie pola

elektrycznego postepujacych wzdluz liniowego przewodu.

Równania Eulera dla plynów

(21) {2(~:+(v.V)v) =-vp+f,

jest jednym z naj prostszych i najbardziej podstawowych równan mechaniki

osrodków ciaglych. Wielkosciami szukanymi sa najczesciej: predkosc

plynu V, jego gestosc {2 i cisnienie p, natomiast zadana jest gestosc sil

dlugodystansowych f. Równanie Eulera jest rozwiazywane równoczesnie

z równaniem ciaglosci (wyrazajacym prawo zachowania masy) oraz równaniem

stanu, {2 = (2(p). W naj prostszym przypadku, gdy plyn sie nie porusza, v = O,

z równan Eulera otrzymujemy równania hydrostatyki, Vp = f.

Równania N aviera-Stokesa

(22) {2(~:+ (v.V)v) =-Vp+p!::"v+f,

opisuje ruch scisliwego plynu lepkiego. W porównaniu z równaniami Eulera

nowym czlonem jest p !::,. v, gdzie p jest wspólczynnikiem lepkosci. Równania

te nalezy uzupelnic równaniem ciaglosci, wyrazajacym prawo zachowania

masy, odpowiednimi warunkami poczatkowymi i brzegowymi, opisujacymi

zachowanie plynu na brzegu obszaru ruchu, oraz tak zwanym równaniem stanu,

które wyraza zwiazek miedzy cisnieniem i gestoscia plynu. Rozwiazania opisuja

zarówno laminarny, jak i burzliwy ruch plynu.

Równania Naviera-Stokesa sa bardzo szeroko wykorzystywane w fizyce

atmosfery i hydrodynamice.
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P" (cosy)
oWlerzchma Scherka z = log --

cosx

sklada sie z jednakowych kawalków

w ksztalcie stromo wygietych siodel,

które trzeba rozstawic na czarnych polach

nieskonczonej szachownicy i gladko skleic,

dodajac w narozach pól pionowe proste.

Rozwiazanie zadania M 865.
Niech ex bedzie katem miedzy scianami

ABC i BCD, a A' bedzie rzutem

punktu A na plaszczyzne BC D. Wtedy

mamy SABC = 5BCD cosa oraz

S Al BG = SA BG COS 0', a po wyrugowaniu

cosex dostajemy SA'BC = S~BC/SBCD.

Analogicznie wyprowadzamy równosci

SAICD = S;"'CD/SBCD

I SA'BD = S~BD/SBCD. Dodajac

trzy otrzymane równOSCl stronami,

otrzymujemy, po uwzglednieniu, ze

SA'BC + SA'CD + SA'BD = SBCD, teze
zadania.

Równania Cauchy'ego dla plynów

(23) (l(~:+ (V, '\7) V) =divS+f,

sa w teorii osrodków ciaglych, ze wzgledu na swoja ogólnosc, odpowiednikami

równan Newtona w teorii czastek. Po ich prawej stronie, obok gestosci sil

dlugodystansowych f, wystepuje dywergencja tensora napiec S = (Sij), bedaca

wektorem o skladowych ajSij (konwencja sumacyjna) i reprezentujaca gestosc

sil kontaktowych. Bogactwo form osrodków ciaglych odzwierciedlone jest

w rozmaitosci postaci tensora napiec. Gdy tensor napiec jest proporcjonalny

do tensora jednostkowego (delty Kroneckera), Sij = -p6ij , równania

Cauchy'ego przechodza w równania Eulera. Równania Naviera-Stokesa tez sa

ich szczególnym przypadkiem.

Równanie ciaglosci

(24) ~~ + div J = O ,

jest rózniczkowym wyrazeniem prawa zachowania wielkosci fizycznej, której

gestoscia jest {l, a wektorem gestosci pradu jest J. Wielkoscia ta moze byc

np. nierelatywistyczna masa, ladunek elektryczny, energia czy dowolna skladowa

pedu. W przypadku masy, a wiec w mechanice osrodków ciaglych (gdzie

J = (lv) równanie ciaglosci jest niezalezne od innych równan dynamicznych.

W przypadku ladunku równanie to jest wnioskiem z równan Maxwella,

a zarazem warunkiem ich zgodnosci. Podobnie, ze zlinearyzowanych równan

Einsteina wynika równanie ciaglosci zapewniajace zachowanie energii i pedu.

Równanie powierzchni minimalnych

(25) (1 + u;)uxx - 2uxuyuxy + (1 + u;)uyy = O,

opisuje (lokalnie) ksztalty baniek mydlanych, rozpietych np. na pogietej

drucianej ramce - powierzchnia blony mydlanej to z = u(x, y), czyli wykres

rozwiazania. Powierzchnie minimalne maja zerowa srednia krzywizne: z grubsza

biorac, w kazdym punkcie wygladaja tak, jak siodlo, "jednakowo wygiete w obu

kierunkach". Wiecej informacji o powierzchniach minimalnych mozna znalezc

w Delcie 10/1996.

Rozwiazanie równania (25) postaci u(x, y) = f(x) + g(y) mozna znalezc

stosunkowo prosto, calkujac dwa równania rózniczkowe zwyczajne. Opisuje ono

tzw. powierzchnie Scherka (patrz rysunek na marginesie).

Równanie Liouville'a
a2u

(26) azaz = -2e" ,
jest warunkiem na to, by dwuwymiarowa metryka Riemanna etldzdz miala

jednostkowa krzywizne. Mimo ze jest to równanie nieliniowe, jest ono calkowicie

calkowalne. Jego rozwiazaniem ogólnym jest u = -In ((1 + vv)-2~: ~:), gdzie
v jest dowolna funkcja holomorficzna zmiennej z.

Równania Einsteina
871'G

(27) G/-L/J = -4 T/-L/J,c

wiazace tensor Einsteina GI-'/J metryki czasoprzestrzeni ds2 = gl-'/Jdx/-Ldx/J

z tensorem energii-pedu materii TI-'/J, sa podstawowymi równaniami ogólnej teorii

wzglednosci. Tensor Einsteina GI-'/J jest zbudowany z tensora metrycznego g/-L/J,

jego pierwszych i drugich pochodnych, a nadto zawiera czesc informacji .

o krzywiznie czasoprzestrzeni. Pierwszym nietrywialnym rozwiazaniem tych

równan bylo rozwiazanie Schwarzschilda (1916),

ds2 = (1- _2M_G) c2dt2 __ d_r_2__ r2(d192 + sin219d4>2),c2r 1_ 2MG
c2r
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Równanie Ernsta

Równania Yanga-Millsa

bedace jedynym rozwiazaniem prózniowym, TJJv = O, w przypadku

czasoprzestrzeni sferycznie symetrycznej. W rozwiazaniu tym stala M jest masa

gwiazdy bedacej zródlem tej sferycznie symetrycznej metryki.

Schrodingera

0'ljJ li2 3 02'ljJ
ili- + - "" - - V'ljJ = O

ot 2m ~ ox; ,

Równanie

(30)

(28)

(/J2u 10u 02u) (OU)2 (ou)2(29) (u + 11) orP + g og + oz2 = 2 og + 2 oz '

jest równaniem na funkcje zespolona u zalezna od dwóch zmiennych

rzeczywistych g i z. Do rozwiazania tego równania sprowadza sie proces

rozwiazywania prózniowych równan Einsteina w sytuacji, gdy pole grawitacyjne

jest stacjonarne i osiowo symetryczne (tzn. jest polem obracajacej sie gwiazdy).

Okazuje sie, ze do tego równania sprowadzaja sie tez tzw. antysamodualne

równania Yanga-Millsa w przypadku stacjonarnosci i osiowej symetrii. Równanie

to zalicza sie do klasy nieliniowych równan eliptycznych.

ovFJJV + [Av, FJJV] = O,

FJJv == oJJAv - ovAJJ + [AJJ, Av],

sa uogólnieniem prózniowych równan Maxwella w teorii pól cechowania.

Punktem wyjscia w teoriach pól cechowania jest pewna grupa Liego,

a potencjal AJJ i natezenie pola FJJv przyjmuja wartosci w algebrze Liego

tej grupy, natomiast [ , ] jest komutatorem w tej algebrze. W naj prostszym

przypadku, gdy grupa Liego jest grupa obrotów w trzech wymiarach SO(3)

(albo grupa SU(2)), to wtedy AJJ i FJJv przyjmuja wartosci w trójwymiarowej

przestrzeni (nie maj acej bezposredniego zwiazku z przestrzenia fizyczna),

a komutator jest iloczynem wektorowym. Standardowy model oddzialywan

miedzy czastkami elementarnymi jest wyrazony w jezyku teorii pól
z cechowaniem.

(30')

opisuje ruch czastki kwantowej o masie m w zewnetrznym polu sil,

którego potencjalem jest funkcja V (zalezna tylko od x). Rozwiazanie 'ljJ

nazywamy funkcja falowa czastki; prawdopodobienstwo, ze w chwili czasu t

czastka znajduje sie w obszarze przestrzeni A, jest proporcjonalne do calki

J 1'ljJ(x,tWdx.
A

Jesli energia czastki ma okreslona wartosc E, to funkcji falowej poszukujemy

w postaci 'ljJ(x, t) = rjJ(x)exp(-iEtjli). Funkcja rjJspelnia wówczas, jak nietrudno

sprawdzic, stacjonarne równanie Schrodingera

li2 3 02rjJ

--2 L-o 2+VrjJ=ErjJ.m x·
i=l '

To równanie, podobnie jak równanie Helmholtza, ma nietrywialne rozwiazania

na ogól tylko dla niektórych wartosci E, co, przynajmniej z matematycznego

punktu widzenia, wyjasnia, dlaczego wartosci energii nie zmieniaja sie w sposób

ciagly, tylko sa kwantowane.

02 3 02

gdzie D = fi2 - L -o 2 oznacza operator d'Alemberta (dalambercjan),
Xo i=l Xi

Xo = et, c jest predkoscia swiatla, bylo wykorzystywane w pierwszych modelach

Równanie Kleina-Gordona

(31)

Rozwiazanie zadania M 866.

Na czworoscianie zbudujmy

prostopadloscian P tak, by A, B, C, D

byly jednoczesnie wierzcholkami P.
Niech D' bedzie wierzcholkiem P

przeciwleglym do B. Latwo zauwazyc,

ze odcinek, laczacy srodki krawedzi AB

i C D, laczy tym samym srodki bokqw

trójkata ABD', a wiec jego dlugosc jest

równa polowie dlugosci przekatnej BD'
prostopadloscianu. Podobnie stwierdzamYl

ze pozostale dwa odcinki) laczace srodki

przeciwleglych krawedzi, maja dlugosc

równa polowie dlugosci przekatnej P.
D'
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kwantowej teorii pola. Funkcja 'Ij; jest funkcja falowa swobodnej czastki

relatywistycznej o masie m.

Zastapienie liniowego skladnika m2'1j; ogólniejszym nieliniowym i okresowym

skladnikiem m2 sin 'Ij; prowadzi do tzw. równania sine'a-Gordona, które

pojawia sie np. w nieliniowej teorii pola zaproponowanej w 1958 roku

przez Skyrme'a. Wykres jednego z rozwiazan jednowymiarowego równania

sine' a-Gordona, 'lj;tt - 'lj;xx + sin 'Ij; = O,jest pokazany na rysunku obok.

Równanie Diraca

Równanie Mizohaty

Równanie Kortewega-de Vriesa

Jesli chcemy miec pewnosc, ze rozwiazanie bedzie istniec, to musimy zalozyc, iz

prawa strona, czyli J, jest funkcja analityczna zmiennych (x, t). Istnienie

Uj - 6uux + Uxxx = O ,(33)

(32) (Z'y"o", - m)'Ij; = O,

gdzie m jest masa, 'Ij; kolumna o czterech zespolonych skladowych (zwana

spinorem), natomiast ,"' sa zespolonymi macierzami 4 x 4 spelniajacymi relacje

,"',v + ,v,"' = 2g"'v

i zwanymi macierzami Diraca, opisuje relatywistyczna czastke swobodna

o spinie ~. Dzialajac na to równanie operatorem Z'y"' o", + m, przekonamy sie,

ze 'Ij; spelnia takze równanie Kleina~Gordona, wiec mówi sie, iz równanie Diraca

jest pierwiastkiem kwadratowym z równania Kleina-Gordona.

Nieliniowe równanie Schrodingera

(34) iUt + Uxx + luI2u = O,

pojawia sie w fizyce plazmy i tzw. optyce nieliniowej, tzn. w sytuacjach, gdy

wlasciwosci optyczne osrodka zaleza od wartosci natezenia pola elektrycznego

fali swietlnej przechodzacej przez ten osrodek.

Podobnie jak równanie Kortewega-de Vriesa, nieliniowe równanie Schrodingera

równiez ma rozwiazania solitonowe, postaci cj;(x - ct). Jest ono takze jednym

z pierwszych równan, dla których w ostatnich latach przeprowadzono

stosunkowo dokladna analize tzw. wybuchów rozwiazan, to znaczy pojawiania

sie - przy niektórych danych poczatkowych - osobliwosci, które powoduja,

ze rozwiazanie w pewnych punktach przestrzeni nie jest okreslone dla wszystkich
czasów.

zostalo zaproponowane w 1895 roku jako model rozchodzenia sie dlugich fal na

plytkiej wodzie. Dzis, obok np. nieliniowego równania Schrodingera, równania

Burgersa czy równania sine'a-Gordona, równanie (33) stanowi sztandarowy

przyklad wystepowania tak zwanej ukrytej symetrii rozwiazan.

Przed okolo trzydziestu laty w wyniku eksperymentów numerycznych

odkryto (a pózniej scisle udowodniono) zadziwiajaca wlasnosc tych rozwiazan

równania (33), które w nieskonczonosci daza do zera: dla t -+ +00 i t -+ -00

kazde z nich rozpada sie na skonczona liczbe tzw. solitonów , czyli fal postaci

Uj(x, t) = cj;(x - Cjt), które maja wyraznie okreslony profil i biegna z róznymi

predkosciami Cj. Mimo nieliniowosci równania ksztalty i predkosci solitonów nie

zmieniaja sie po zderzeniach z innymi solitonami.

aU au

(35) ot +itox =J(x,t),

to chyba naj prostsze równanie rózniczkowe czastkowe, które w bardzo wielu

przypadkach nie ma zadnego rozwiazania U - dzieje sie tak np. dla wszystkich

funkcji J, które sa gladkie, znikaja poza obszarem ograniczonym, zaleza od

zmiennej t w sposób parzysty i zeruja sie dla t = O (patrz Delta 12/1994).

Lacinski termin soliton oznacza

odosobniona fale. Solitony po raz

pierwszy zaobserwowal w 1834 roku John
Scott-Russell:

... barka zatrzymala sie nagle,

a kragly, gladki, ostro zarysowany

wodny garb poruszal sie wzdluz

kanalu, nie zmieniajac w widoczny

sposób formy ani predkosci. Rzucilem

sie za ta fala konno ( ... ) i po jednej

czy dwóch milach pogoni stracilem ja

z oczu w zakretach kanalu.
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Redaguje Marcin E. KUCZMA

Termin nadsylania rozwiazan: 28 II 1999

Równanie przekorne Feynrnana

(36) U = O,

którego lewa strona jest okreslona wedlug nastepujacego przepisu. Wez

x-owa skladowa równan Newtona i tak ja uporzadkuj, aby po prawej stronie

wystepowalo zero; U niech bedzie chwilowo równe lewej stronie podniesionej

do kwadratu. To samo zrób z y-owa skladowa równan Newtona, dodajac

odpowiedni kwadrat do U. Powtarzaj te procedure dla z-owej skladowej równaJ}

Newtona, a potem z kolejnymi skladowymi równan Maxwella, Einsteina itd.,

az wyczerpiesz te równania fizyki, które uznasz za podstawowe. W ten sposób

wszystkie prawa przyrody zunifikujesz w jednym równaniu. Czyzby to bylo

wlasnie to, o co chodzi?

rozwiazania wynika wówczas z twierdzenia Kowalewskiej, a przyklad równania

Mizohaty dobitnie pokazuje, ze w owym twierdzeniu nie mozna oslabic zalozen

o analitycznosci wspólczynników.

Skrót regulaminu
Kazdy moze nadsylac rozwiazania zadan z numeru n w terminie do konca miesiaca n + 2. Szkice

rozwiazan zamieszczamy w nll1nerZe n + 4. Mozna nadsylac rozwiazania czterech, trzech, dwóch

lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robic co miesiac lub, z dowolnymi

przerwami. Rozwiazania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesylac w oddzielnych kopertach,

umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali od O

do l z dokladnoscia do 0,1. Ocene mnozymy przez wspólczynnik trudnosci danego zadania:

WT = 4 - 3S/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwiazania tego zadania, a N - liczbe osób,

które nadeslaly rozwiazanie chocby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M

lub F) - i tyle punktów otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktów, w dowolnym czasie

i w którejkolwiek z dwóch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka

punktów jest zaliczana do ponownego udzialu. Trzykrotne czlonkostwo - to tytul Weterana.
Szczególowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/1998.

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydzialu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Klub 44

l I I I

-, -,

44
--,•

Czolówka ligi zadaniowej
Klub 44 M

po uwzglednieniu ocen rOZWlazan

zadan 359 (WT=2,38) i 360 (WT=2,80) Zadania z matematyki nr 371, 372
z numeru 4/1998

371. Dana jest liczba calkowita n ::::1. Znalezc wszystkie uklady liczb rzeczywistych

(Xl, ... , xn) spelniajace warunki Xl :::: ... :::: Xn ::::O oraz

Tadeusz Józefczyk - Poznan
Witold Bednarek - Lódz

Zbigniew Skalik - Pyskowice

Bogumila Piotrowska - Zielona Góra

40,64

38,26
36,72
33,83 n n

Redaguje Jerzy B. BROJAN

372. Niech f bedzie podobienstwem przestrzeni trójwymiarowej. Dla dowolnego

zbioru k zawartego w tej przestrzeni oznaczmy przez k* zbiór srodków wszystkich

odcinków XX', gdzie X E k, X' = f(X). Wykazac, ze jezeli.e jest prosta, to zbiór .e*

jest zawarty w pewnej prostej oraz ze jezeli 71" jest plaszczyzna, to zbiór 71"* jest zawarty

w pewnej plaszczyznie.

Zadanie 372 zaproponowal pan Henryk Komacki z Augustowa.

LXk = LVk(V;; -~) = 1;
k=l k=l

W drugiej sumie przyjmujemy Xn+l = O.

Zadania z fizyki nr 268, 269

45,81
34,24

32,15
26,49

25,64
15,46

Czolówka ligi zadaniowej
Klub 44 F

po uwzglednieniu ocen rozwiazan

zadan 260 (WT=2,43) i 261 (WT=I,68)

z numeru 6/1998

Przemyslaw Gaclzinski - Sroda Sli}ska
Jaroslaw Lazuka - Warszawa

Marek Wójcicki - Szczecin
Tomasz Wietecha - Tarnów

Andrzej Nowogrodzki - Chocianów
Aleksander Surma - Myszków

Pan Gadzinski obok wielokrotnych

laurów ligi matematycznej zdobyl takze
czlonkostwo Klubu 44 F.

268. Cienki pierscieli w ksztalcie okregu o masie M wisi na nierozciagliwej mC1,

a dwa koraliki - kazdy o masie m - jednoczesnie zwolniono w punktach polozonych

symetrycznie i bardzo blisko punktu najwyzszego (rys.). Jesli koraliki slizgaja sie bez

tarcia, to ile musi wynosic stosunek mi M, aby pierscien podskoczyl'?

269. Próbka. izotopu promieniotwórczego emituje promienie cy o energii E = 5 MeV,

a z jednej strony jest oslonieta (tak, ze w jednej pólprzestrzeni promienie wybiegaja

na zewnatrz, a w drugiej sa pochlaniane). Jaka ilosc ciepla wydzielalaby sie w oslonie
w jednostce czasu, jesli sila odrzutu dzialajaca na próbke z oslona wynosilaby

F = 1 N'? Pominac oddzialywanie czastek CY z powietrzem, tzn. przyjac, ze urzadzenie

dziala w prózni, Masa czastki CY jest równa m = 6,64 . 10-27 kg = 3730 MeVI c2•
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