
Termin nadsylania rozwiazan:
30 VI 1999

--

Klub 44

,• 44

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydzialu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Skrót regulaminu
Kazdy moze nadsylac rozwiazania zadan z numeru n w terminie do konca miesiaca n + 2. Szkice

rozwiazan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylac rozwiazania czterech, trzech, dwóch

lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robic co miesiac lub z dowolnymi
przerwami. Rozwiazania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesylac w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali od O

do 1 z dokladnoscia do 0,1. Ocene mnozymy przez wspólczynnik trudnosci danego zadania:
WT = 4 - 35/ N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwiazania tego zadania, a N - liczbe osób,

które nadeslaly rozwiazanie chocby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M

lub F) - i tyle punktów otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktów, w dowolnym czasie
i w którejkolwiek z dwóch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka

punktów jest zaliczana do ponownego udzialu. Trzykrotne czlonkostwo - to tytul Weterana.
Szczególowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/1999.

Zadania z matematyki nr 379, 380 Redaguje Marcin E. KUCZMA

379. Dla danej liczby naturalnej parzystej n 2: 2 znalezc wszystkie uklady liczb

(Xl, ... , xn) spelniajace warunki: O:S Xi :S 1 dla i = 1, ... , n oraz
n

n

LXi(l- xi+d = 2
i=l

(przyjmujemy Xn+l = Xl)'

380. Obliczyc maksymalna wartosc pola trójkata równobocznego, którego wszystkie

wierzcholki leza na brzegu prostokata o bokach dlugosci a, b (dla danych liczb

a 2: b > O).

Zadanie 380 zaproponowal pan Tadeusz Józefczyk z Poznania.

Rozwiazania zadan z matematyki z numeru 12/1998

Przypominamy tresc zadan:

(1)

371. Danajest liczba calkowita n 2: 1. Znalezc wszystkie uklady liczb

rzeczywistych (:L'11'" l Xn) spelniajace warunki Xl ~ 2. Xn ~ O
oraz

k=] k=l

W drugiej sumie przyjlTIujerny Xn+l = O.

371. Zalózmy, ze liczby Xl, •.. , Xn (wraz z Xn+l = O) spelniaja

podane warunki. Przyjmijmy: V;;;; - VXk+1 = tk dla

k = 1, ... , n. Zatem

(tl + t2 + + tn)2 = Xl

(t2 + + tn)2 = X2

t2 = Xn·n

Zgodnie z zadanymi równaniami,

(2) 1=LXk=Lkt~+2Lktkt(
k=l k=l k«

(bowiem iloczyn tkt( wystepuje w rozwinieciu lewych

stron zwiazków (1), przedstawiajacych Xl, ... , Xk, ale nie

Xk+l, ..• , Xn) - oraz

372. Niech f bedzie podobienstwem przestrzeni trójwymiarowej Dla
dowolnego zbioru k zawartego w tej przestrzeni oznaczmy przez k*

zbiór srodków wszystkich odcinków XX', gdzie X E k, X' = f(X).

·Wykazac, ze jezeli C jest prosta, to zbiór C* jest zawarty w pewnej
prostej oraz ze jezeli 7r jest plaszczyzna, to zbiór 11'"'"jest, zawarty

w pewnej plaszczyznie.

372. Ustalmy prosta e i wybierzmy na niej dwa rózne punkty
--+ --+

O, A. Jesli X jest punktem tej prostej, to OX = CI • OA dla

pewnej liczby CI E R. Podobienstwo jest przeksztalceniem

liniowym. Zatem obrazami punktów O, A, X sa punkty
--t --->

O', A', X' spelniajace analogiczna równosc O' X' = CI • O' A'.

Niech M bedzie srodkiem odcinka 00'. Srodek Z odcinka XX'

jest wyznaczony przez zaleznosc

--+ 1 ---+ ---+
MZ = -(MX + MX') =

2

1 --+ --+ --.-ot ~
-(MO+ OX +MO' + O'X') =
2

1 --+ --t

2(OX + O'X'),

czyli

= Lkt~ + 2 L v'ke tkt(.
k=l k«

Przyrównujac prawe strony (2) i (3) dostajemy zaleznosc

(3)
1= (t v'k(V;;;; - VXk+I)Yk=l

n

MZ = CI • ~(OA + iJiAi) (CI ER).

Punkt Z lezy wiec na prostej przechodzacej przez punkt M,
--+ --->

o wektorze kierunkowym ~(OA + O' A') (a jesli jest to wektor
zerowy, wówczas punkt Z pokrywa sie z M dla kazdej liczby

CI E R). W kazdym przypadku zbiór e*, zlozony z mozliwych

polozen punktu Z, zawiera sie w pewnej prostej.

L .Jk (Vi - .Jk) tkt( = o,
k«

spelnionajedynie wówczas, gdy wszystkie liczby tk, z wyjatkiem

co najwyzej jednej, sa zerami. Istnieje wiec liczba m E {l, ... ,n}

taka, ze tk = O dla k op m. W mysl okreslenia liczb tk oraz na

mocy równosci (2) dostajemy wniosek, ze
1

Xl = ... = Xm = 
m

Xm+l = ... = Xn = O.

Dla dowolnie ustalonej plaszczyzny 1r rozumowanie jest

analogiczne: wybieramy na niej trzy niewspólliniowe punkty
--+ --+ ---+

O, A, B. Jezeli X E 1r, to OX = CI' OA + (3. OB dla pewnych

liczb CI, (3 E R; stad "i5'X." = CI • iJiAi + (3 . ()Ijf. Wektor laczacy

srodki M i Z odcinków 00' i X X' spelnia równosc (*), która

teraz przybiera postac
-+ ----+ --+ --+---+
MZ = CI' ~(OA + O'A') + (3. ~(OB + O'B') (CI, (3ER).

Kazdy uklad (Xl, ... , xn) takiej postaci istotnie spelnia

wszystkie rozwazane warunki.

14

Wynika z niej, ze zbiór 1r*, zlozony z mozliwych polozell

punktu Z, zawiera sie w pewnej plaszczyznie.
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Redaguje Jerzy B. BROJAN
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Zadania z fizyki nr 276, 277

276. Izolowane termicznie naczynie jest przedzielone na dwie czesci: jedna czesc

zawiera 50 g wody o temperaturze 70°C, a w drugiej (o objetosci 0,2 m3) jest próznia.

Usunieto przegrode rozdzielajaca obie czesci. Obliczyc koncowa temperature wody

i pary (w stanie równowagi). Dane sa: cieplo wlasciwe wody c = 4,19 J/(g' K) oraz

tabela przedstawiajaca zaleznosc ciepla parowania wody q oraz gestosci pary wodnej

nasyconej {}od temperatury:

T (OC) 10 15 20 25

q (J / g) 2471 2460 2448 2437

(2 (g/m3) 9,40 12,8 17,3 23,0

l I I I

-, -,
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Rys. l

277. Promiell swiatla pada prostopadle na siatke dyfrakcyjna o stalej d = 2 \.lm, za

która w pewnej odleglosci znajduje sie ekran (rys. l; oczywiscie, proporcje rysunku

nie musza odpowiadac rzeczywistosci). Zaobserwowane na ekranie widmo jest

przedstawione na okladce. Obliczyc dlugosci fali trzech zaznaczonych linii widmowych.

Rozwiazania zadan z fizyki z numeru 12/1998

Przypominamy tresc zadan:

268. Cienki pierscien w ksztalcie okregu o masie M wisi na nierozciagliwej nici, a dwa koraliki

- kazdy o masie m - jednoczesnie zwolniono w punktach polozonych symetrycznie i bardzo blisko

punktu najwyzszego (rys. 2). Jesli koraliki slizgaja sie bez tarcia, to ile musi wynosic stosunek miM,
aby pierscien podskoczyl?

Rys. 2

269. Próbka izotopu promieniotwórczego emituje promienie C< o energii E = 5 MeV, a z jednej

strony jest oslonieta (tak, ze w jednej pólprzestrzeni promienie wybiegaja na zewnatrz, a w drugiej

sa pochlaniane). Jaka ilosc ciepla wydzielalaby sie w oslonie w jednostce czasu, jesli sila odrzutu

dzialajaca na próbke z oslona wynosilaby F = 1 N? Pominac oddzialywanie czastek C< z powietrzem,

tzn. przyjac, ze urzadzenie dziala w prózni. Masa czastki a jest równa m = 6,64· 10-27 kg =
= 3730 MeV /c2

268. Oznaczmy promien pierscienia przez r. Z zasady zachowania energii wynika, ze gdy

koraliki zakresla kat a wzgledem polozenia poczatkowego, uzyskaja predkosc równa

v = V2gr (1 - cos a). Sila odsrodkowa bedzie wtedy równa Fo = mv2 1r = 2mg( 1 - cos a), sila

oddzialywania miedzy koralikiem a pierscieniem bedzie R = Fo - mg cos a = mg(2 - 3 cos a),
a laczna sila oddzialywania na pierscien (z dodatnim zwrotem w góre) wyniesie

F = 2R cos a = 2mg(2 - 3 cos a) cos a.

Maksymalna wartoscia tego wyrazenia jest Fm",x = (2/3)mg, tzn. pierscien podskoczy, gdy

miM> 312.

Czolówka ligi zadaniowej
Klub 44 F

po uwzglednieniu ocen rozwiazan

zadan 264 (WT=1,83) i 265 (WT=1,90)

z numeru 10/1998
Jarosla.w Lazuka.

Marek Wójcicki

Andrzej Nowogrodzki
Tomasz Wietecha
Aleksander Surma

Andrzej Idzik

- Warszawa

- Szczecin

- Chocianów

- Ta.rnów

- Myszków

- Boleslawiec

42,31

38,70
26,51

26,49
17,27
16,70

269. Oznaczmy moc promieniowania przypadajacego na kazda z pólprzestrzeni przez P.

Odpowiada to liczbie emitowanych czastek równej PI E (na jednostke czasu), z czego na kat
brylowy d\l przypada

dN = !.:.. d\l
E 21f

czastek (kat 21f odpowiada calej pólprzestrzeni). Sile odrzutu F otrzymamy, mnozac te

wielkosc przez ped jednej czastki p = y2mE i przez cosinus kata () zawartego miedzy

przypadkowym kierunkiem emisji a kierunkiem prostopadlym do plaszczyzny oslony,
"/2

i nastepnie calkujac po kierunkach. Poniewaz d\l = 21fsin ()d(), J cos ()sin ()d()= 1/2, wiec

otrzymujemy o

1 fim {JE
F = -P -, zatem P = F - = 15,5 MW.

2 E m

Praktyczne wykorzystanie takiego "napedu odrzutowego" nie jest wiec realne.

h tg C< = h' tg /3 .

h'

h

Rozwiazanie zadania F 497.
Patrzac na przedmiot lezacy na dnie rzeki

(powiedzmy, w punkcie A), widzimy obraz

przedmiotu w punkcie A I, bedacym punktem

przeciecia sie prolnieni zalamanych lii 21.

Oznaczajac przez oc kat padania promienia 2,

a przez /3 kat zalamania tego promienia,

otrzYlTIujen1Y

Dla malych katów C< i /3 mamy, tg C< "" sin C<

i tg/3 "" sin /3, a wiec:

h = s~n {3 h' = nh/ l
SIn O'

gdzie n = 1,33 jest wspólczynnikiem zalamania wody.

Stad rzeczywista glebokosc rzeki wynosi okolo 2,7 m.

Rozwiazanie zadania M 879.

Oznaczmy liczbe widzów przez n. Obliczmy

prawdopodobienstwo zdarzenia przeciwnego

(kazdy ze zniecierpliwionych widzów

bedzie mógl wyjsc z kina, nie przechodzac

przed nosem nikomu z chwilowo jeszcze

zaciekawionych filmem). Wszystkich

zdarzerl elen1entarnych jest n!, a zdarz€rl

sprzyjajacych 2n-1, bowiern do ITIOmentul

gdy w kinie zostanie ostatni widzl

znudzeniu lTIUSZa kolejno ulegac widzowie

siedzacy na skrajnym lewym lub skrajnym

prawym z zajetych miejsc. Szukane

prawdopodobieiistwo jest zatem równe
n 1 4723

1-2-jn'=4725'
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