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sume kwadratów mozna przeczytac
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Jak wykazal Lagrange, kazda liczba
naturalna jest suma kwadratów co

najwyzej czterech liczb naturalnych.

Ogólnie, kazda liczbe wymierna w -t O

tTIozna jednoznacznie przedstawic

w postaci p/q, gdzie q > O i liczby p, q sa
wzglednie pierwsze. Liczbe p nazywamy

licznikiem) a liczbe q mianownikiem

liczby wymiernej w.

Opiszemy w tym artykule zadziwiajace zastosowanie ulamków lancuchowych: do

dowodu twierdzenia Fermata o rozkladzie na sume kwadratów.

Twierdzenie 1. Liczba pierwsza p jest suma dwóch kwadratów liczb calkowitych

wtedy i tylko wtedy, gdy p = 2 lub 41(p - l).

Dowód, opublikowany przez H.J .S. Smitha w roku panskim 1855, nalezy do

naj piekniejszych perelek elementarnej teorii liczb, pomyslalem wiec, ze warto

podzielic sie nim z Czytelnikami Delty.

Zauwazmy na poczatek, ze 2 = 12 + 12. Ponadto, gdy n = 2k + l jest suma

dwóch kwadratów liczb calkowitych, wówczas 41(n - l). Wynika to z prostej

obserwacji, ze kwadrat liczby calkowitej daje z dzielenia przez 4 reszte O lub 1.

Pozostaje wiec wykazac, ze liczby pierwsze p == l (mod 4) sa sumami dwóch
kwadratów.

Dalsza czesc dowodu na moment odlózmy, by przypomniec podstawowe fakty

dotyczace ulamków lancuchowych. Dla dowolnego ciagu liczb calkowitych ao,

al > O, a2 > O, ... symbolem [aD; al;"'; an] oznaczamy liczbe
l

[aD; al; ... ; an] = ao + --------- la1+------
a2 +

l
+-

an

zwana skonczonym ulamkiem lancuchowym o wyrazach ao, ... , an. Oczywiscie

[ao; al; ... ; an] jest liczba wymierna, wiec mozna ja zapisac jednoznacznie w

postaci Pn/qn, gdzie liczba an jest dodatnia i ulamek Pn/an jest nieskracalny.

Kluczowe znaczenie bedzie dla nas miala tozsamosc

[ ] Pnr + Pn-1(l) ao; al;···; an; an+1; ... ; aN = -----,
anr + an-1

gdzie r = [an+1; ... ; aN]' Dla wygody Czytelnika podamy szkic jednego
z licznych jej dowodów .

• Rozpatrzmy ciagi Pn, iin okreslone nastepujaco: P-l = l, Po = ao, Pn+l = an+IPn + Pn-l

oraz ii-l = O, iio = l, iin+l = an+l iin + iin-l. Oczywista indukcja dowodzi, ze

iinPn-1 - Pniin-l = (-l) n. W szczególnosci, liczby Pn i iin sa wzglednie pierwsze dla kazdego

n ~ o. Ponadto iin > O dla n ~ O. Rozpatrzmy teraz funkcje
l

in(x) = ao + -----------

al + ----------

+_1

an + ~
x

Przez indukcje latwo dowodzimy, ze

i ( ) - pnX + Pn-ln X - •

iinx + iin-l

Wobec tego, lim in(x) = Pn/iin. Z drugiej strony, wprost z definicji in wynika, ze
x~oo

lim fn(x) = fao; al;···; an] = Pn/an. Zatem Pn = Pn i iin = an dla kazdego n ~ o. Byx--oo

zakonczyc dowód tozsamosci (1), pozostaje zauwazyc, ze obie jej strony sa równe in(r) .•

Ponizsze fakty sa prostymi konsekwencjami tozsamosci (l) i jej dowodu:

1. Zachodza równosci Pn+l = an+IPn + Pn-1 i an+1 = an+1an + qn-l.

W szczególnosci, jesli ao ?:: l, to Pn ?:: 2 dla kazdego n > O.

2. Mamy qnPn-l - Pnqn-l = (-l)n.
3. Jesli ao > O, to wówczas ran; an-1; ; ao] = Pn/Pn-l' W szczególnosci

liczby [aD;al; ... ; an] i ran; an-l; ; ao] maja takie same liczniki.

Ponadto,

4. Jesli ao ?:: 2 i a > O, to licznik liczby [aD; al; ... ; an; a; an; an-l; ... ; ao] jest

liczba zlozona.
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• Istotnie, z wlasnosci 3 wynika, ze

[a; an; an-l; ... ; ao] = a + l/ran; an-l;· .. ; ao] = a + Pn-J/Pn.

Na mocy tozsamosci (l) otrzymujemy równosci

( pn-l)+
[ac; ali ... jan;ajan;an-l; ... jao] = Pn a + ppn 1 Pn-l P,-n-,(-,a-,P_n_+_2-,P_n_-_l-,)_

an(a + ;: ) + an-l apnan + anPn-l + an-1Pn

Poniewaz liczby Pn i anPn-l sa wzglednie pierwsze (wlasnosc 2!), wiec liczby Pn

i apnan + anPn-l + an-1Pn tez sa wzglednie pierwsze. Wobec wlasnosci 2 mamy

apnan + anPn-l + an-1Pn = apnan + 2anPn-l - (_l)n =

= an(apn + 2Pn-l) - (_l)n,

przeto liczby apn + 2pn-l i apnan + anPn-l + an-1Pn takze sa wzglednie pierwsze. Zatem

licznik rozwazanego ulamka lancuchowegojest równy Pn(aPn + 2Pn-J). Poniewaz ao 2: 2, wiec

z wlasnosci l wynika, ze liczby Pn i apn + 2Pn-l sa wieksze niz l, a zatem licznik nasz jest

liczba zlozona .•

5. Jesli ao > O, to licznik liczby ran; al; ... ; an; an; an-l; ... ; ao] jest równy

p;' + P;'-l·

• W samej rzeczy, wobec wlasnosci 3, mamy ran; an-l; ... ; ao] = pn/Pn-l, a zatem

tozsamosc (l) daje

pn---P.1L...+ Pn-l
Pn-l

[aoia!; ... janjan;an-l;···; ao]::::: qn~ + qn-lPn-l

p;, + P~-l

anPn + an-l Pn-l

Ponadto, wobec wlasnosci 2, otrzymujemy

Pn-l(anPn + an-1Pn-l) = Pn(Pn-lan) + an-1P~_1 = Pn(Pnan-l + (_1)n) + an-1P~_1 =

= an-l(P~ + P~-l) + (_1)nPn.

Zatem kazdy wspólny dzielnik d liczb p; + P~-l i anPn + an-1Pn-l dzieli Pn i w konsekwencji

równiez P;'-l' a ze NWD (Pn, Pn-l) = l, wiec d = 1. •

Wlasnosc 5 niesie nastepujaca pokuse: dla danej liczby pierwszej p == l (mod 4)

spróbujmy znalezc taka liczbe naturalna i niepodzielna przez p, ze

p/i = ran; ... ; an; an; ... ; ao], a udowodnimy tym samym, ze p jest suma

dwóch kwadratów. Na pierwszy rzut oka pomysl nie wyglada zbyt obiecujaco.

W szczególnosci, nie widac, jaka role mialby odgrywac warunek p == l (mod4).

Niebawem jednakze wszystko stanie sie jasne, a niejasny i zwariowany pomysl

zmieni sie w precyzyjny dowód.

Przede wszystkim, warto sobie zdac sprawe, ze - na szczescie! - kazda

liczbe wymierna mozna przedstawic w postaci ulamka lancuchowego i to na

dokladnie dwa rózne sposoby. Scislej biorac, kazda liczba wymierna tu moze byc

jednoznacznie zapisana w postaci ran; al; ... ;an] dla pewnych liczb calkowitych

ao, al > O, ... , an-l > O i an = l, gdzie n > O. Przedstawienie takie bedziemy

nazywali dlugim. Drugim przedstawieniem liczby tu jest ran; al; ... ; an-l + l],

które bedziemy dalej zwac krótkim. Jesli tu nie jest liczba calkowita, to n > l

i krótkie przedstawienie tu jest jedynym przedstawieniem, konczacym sie liczba

wieksza niz 1. Uzasadnienie omawianych faktów nie jest trudne i opiera sie na

nastepujacej, prostej obserwacji: ciag liczb ao, ... , an-2, an-l + l jest równy

ciagowi czesci calkowitych liczb bk okreslonych w sposób rekurencyjny wzorami

bo = tu, bk+1 = l/{bd, gdzie przez {x} oznaczamy czesc ulamkowa liczby x.

Czytelnik z latwoscia uzupelni szczególy.

Wezmy teraz liczbe pierwsza p i rozpatrzmy zbiór Sp = {p/2,p/3, ... ,p/~}.

Wszystkie liczby z tego zbioru maja liczniki równe p i sa wieksze od 2. Jesli

wiec tu E Sp ma krótkie rozwiniecie na ulamek lancuchowy, równe ran; ... ; an],

to mamy ao 2: 2 i an 2: 2. Zatem, liczba et>( tu) = [an; ... ; ao] jest tez wieksza

od 2 i (wobec wlasnosci 3) ma licznik równy p. Tym samym et>(tu) E Sp

i oczywiscie [an; ... ; ao] jest krótkim rozwinieciem liczby et>( tu) (nie moze to

byc rozwiniecie dlugie, gdyz ao 2: 2). Zatem et>(et>(tu)) = tu, a wiec funkcja

et> : Sp -+ Sp jest inwolucja, tzn. et> o et> = Id. Teraz widac, jakie znaczenie

ma warunek p == l (mod4). Otóz, jesli 4[(p - l), to zbiór Sp ma nieparzysta

liczbe elementów. Czytelnik bez trudu uzasadni, ze jesli pewien zbiór S ma

nieparzysta liczbe elementów i funkcja f : S -+ S jest inwolucja, to f(s) = s

dla pewnego s E S. W naszym przypadku dla pewnego l < j ::; (p - l) /2 mamy

et>(p/j) = pIJ.
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Dla Czytelników mamy dwie propozycje:

Zadanie. Udowodnic Twierdzenie l
rozwazajac dlugie rozwiniecia i zbiór

{p/9'-'-, .. ,p/(p - 2)}.

Problem. Latwo zauwazyc, ze definicja

funkcji '1>ma sens dla dowolnej liczby

wymiernej wiekszej od 2. Warto zbadac

wlasnosci otrzymanej w ten sposób

inwolucji.

&: Zadania

Innymi slowy, krótkie rozwiniecie liczby pjj = [ao; ; an] jest symetryczne:

a; = an-;. Gdyby n = 2k, to mielibysmy pjj = [ao; ; ak-l; ak; ak-l, ... ; ao].

Jest to jednak niemozliwe: wobec wlasnosci 4 licznik ulamka lancuchowego

z prawej strony jest liczba zlozona. Zatem n jest liczba nieparzysta

i pjj = [ao; ... ; ak; ak; ... ; ao]. Wobec wlasnosci 5 licznik p tego ulamka

lancuchowego jest suma dwóch kwadratów. Twierdzenie 1 zostalo wiec
dowiedzione.

Teraz latwo juz uzyskac nastepujaca charakteryzacje sum dwóch kwadratów:

Twierdzenie 2. Liczba naturalna n jest S1tma dwóch kwadratów liczb

calkowitych wtedy i tylko wtedy, gdy kazda liczba pierwsza postaci 4k + 3

wystepuje w rozwinieciu liczby n na czynniki pierwsze w parzystej potedze.

Dowód opiera sie na dwóch obserwacjach. Po pierwsze, jesli n = a2 + b2 i liczba

pierwsza p postaci 4k + 3 dzieli n, to pla i plb. Po drugie, jesli n = a2 + b2

i m = c2 + d2, to wówczas mn = (ac - bd)2 + (ad + bc)2. Szczególy tradycyjnie

pozostawiamy Czytelnikowi.

N a zakonczenie - uwaga natury ogólnej. W matematyce czesto sie zdarza,

ze na pozór zupelnie nie zwiazane z rozwazanym problemem galezie sa zródlem

kluczowego pomyslu, który prowadzi do dlugo poszukiwanego rozwiazania.

Powyzsze rozwazania stanowia miniaturowy przyklad tej prawidlowosci.

Wiekszosc istotnych przelomów w matematyce zostala osiagnieta na tej

wlasnie drodze. Wazne jest wiec, by Czytelnik powaznie zainteresowany

jakakolwiek dziedzina matematyki nie ograniczal sie jedynie do problemów

bezposrednio z nia zwiazanych, lecz wrecz przeciwnie, staral sie zglebiac

przerózne matematyczne teorie. Byc moze pewnego dnia zdola je polaczyc

w swych rozwazaniach i w nagrode otrzyma wspanialy, niespod~iewany wynik,..
czego szczerze l goraco zycze.

Przygotowal Pawel STRZELECKI

M 877. Dane sa dwie trójki róznych od zera liczb rzeczywistych, (x, y, z) oraz

(a, b, c), o tej wlasnosci, ze a + b + c = x + y + z = O. Udowodnic, ze

a3 + b3 + c3 abc

x3+y3+Z3 xyz
Rozwiazanie na str. 4

M 878. Dane sa dwie trójki liczb dodatnich, (x, y, z) oraz (a, b, e). Wiadomo, ze

min(a, b, e) ::::::min(x, y, z) oraz max(x, y, z) ::::::max(a, b, e)

Ponadto, a + b + e = x + y + z i abc = xyz. Udowodnic, ze zbiory {x, y, z}

i {a,b,e} sa równe.

Rozwiazanie na str. 7

M 879. Dziesieciu widzów oglada w kinie nudny film. Wszyscy zajmuja miejsca

w tym samym rzedzie. Cierpliwosc kazdego z widzów wyczerpuje sie, ale

w losowej kolejnosci (kazda kolejnosc uznajemy za równoprawdopodobna). Widz

zniecierpliwiony nudnym filmem od razu wychodzi z kina na swieze powietrze.

Jakie jest prawdopodobienstwo tego, ze którys z widzów bedzie zmuszony

przeszkodzic innemu widzowi, zeby dostac sie do wyjscia?

Rozwiazanie na str. 15

Redaguje Ewa CZUCHRY

F 497. Jaka jest rzeczywista glebokosc rzeki, jesli przy okreslaniu "na oko" ,

w kierunku pionowym, jej glebokosc wydaje sie wynosic 2 m?

Rozwiazanie na str. 15

F 498. Jakie najmniejsze wymiary powinno miec zwierciadlo plaskie i jak je

nalezy ustawic, zeby mozna sie bylo w nim w calosci obejrzec?

Rozwiazanie na str. 10
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