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Zanim Lagrange zaczal stosowac permutacje do badania równan

algebraicznych, pewien Anglik uczynil z nich uzytek w sposób

bardzo przypominajacy o sto lat pózniejsza teorie grup. Mowa

o Fabianie Stedmanie, urodzonym w 1640 r. w Londynie, drukarzu,

a potem - az do smierci w 1713 r. - poborcy podatkowym. Do

historii wprowadzilo Stedmana jego hobby. Nalezal do przeróznych

stowarzyszen milosników muzyki dzwonów, a jego dwie ksiazki

rintinnalogia (1668) i Campanalogia (1677) czynia z niego ojca

nowoczesnego dzwonienia. To, co moze nas tu zainteresowac, to

elementy teorii grup, które mozna odnalezc w jego pracach - caly

dlugi wiek przed Lagrangem.

Grupa - algebra (G, o, - l , e l, w której o jest dwuargumentowym dzialaniem lacznym,

e elementem neutralnym wzgledem o, a -1 taka funkcja, ze a o a-l = e = a-lo a dla

kazdego elementu a grupy.

W Anglii (a takze, w mniejszym stopniu, w innych krajach pod

brytyjskim wplywem) gra na dzwonach nie polega na ukladaniu

slicznych melodii, lecz na tworzeniu ciagów uderzen, w stylu zwanym

change ringing: w n dzwonów, ponumerowanych 1,2, ... , n,

uderza sie kolejno w róznych permutacjach (w jezyku dzwonników

zwanych sekwencjami). Z przyczyn technicznych kazde przejscie

do kolejnej sekwencji (czyli zmiana) musi byc zadane rozlacznymi

transpozycjami sasiadujacych dzwonów: zmiana prosta sklada

sie z jednej takiej transpozycji, natomiast zmiana skrzyzowana

dopuszcza ich wiecej (koniecznie rozlacznych).

'n'anspozycja - permutacja polegajaca na tym, ze dwa elementy zamienia sie
miejscami.

Utrzymana w tym stylu kompozycja, zwana biciem, jest wiec

ciagiem nastepujacych po sobie sekwencji, zaczynajacym sie

i konczacym sekwencja okragla (1,2, ... , n); od sekwencji do

sekwencji prowadzi zmiana prosta lub

zlozona. Mozemy zatem traktowac bicie

jako ciag permutacji 0"1,0"2, .•. , O"k zbioru

n-elementowego, z których kazda jest

zlozeniem rozlacznych transpozycji, a zlozenie

wszystkich, czyli 0"1 . 0"2 •• 'O"k jest permutacja

identycznosciowa e; powiemy wówczas, ze biciem

odpowiadajacym równosci 0"1 . 0"2 ... O"k = e jest

e

Od bicia oczekiwano nastepujacych wlasnosci (zwanych przez

. dzwonników, o dziwo, aksjomatami):

• Kazde bicie ma sie zaczynac i konczyc sekwencja okragla

(o czym juz byla mowa).

• Przy przejsciu od jednej sekwencji do nastepnej zaden dzwon nie

moze sie przesunac o wiecej niz jedno miejsce w ciagu.

• Zadna sekwencja nie moze wystapic dwa razy w jednym biciu.

• Zaden dzwon nie moze pozostac na tej samej pozycji w trzech

kolejnych sekwencjach.

• Cale bicie musi byc podzielone na palindromiczne czesci (zwane

ukladami) jednakowej dlugosci (czyli ciag zmian, czytany od

tylu, jest taki sam, jak w normalnej kolejnosci).
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Horno sapiens to jedyny w przyrodzie

gatunek, który stawia sobie pytania

o swoja wlasna przeszlosc. Kiedy pojawil

sie na naszej planecie? Jak do tego doszlo?

Czy wyodrebnil sie sposród innych

gatunków w sposób ciagly, na drodze

powolnej ewolucji, czy tez raczej skokowy,

z wyraznie okreslonym poczatkiem? Jesli

ciagly, to jak wygladaly ogniwa posrednie?

Jesli skokowy, to jaki byl mechanizm

tego skoku? Te i inne pytania sa domena

poszukiwan archeologicznych. Kiedy jednak

archeolog znajdzie interesujacy obiekt

i zadaje sobie pytanie, z jakiego okresu on

pochodzi, z pomoca przychodzi fizyka.

Naj wieksze uslugi oddala tu metoda

radioizotopowa, oparta na rozpadzip

izotopu wegla He. Jest on produkowa~y

w atmosferze przez neutrony powstale

wskutek oddzialywania protonów

promieniowania kosmicznego z atmosfera

n + HN -> He + p

w ilosci okolo 7,5 kg na rok. Rozpada sie

on samorzutnie z czasem polowicznego

rozpadu T1/2 = 5730 lat

He -> HN + e.

Równowaga miedzy produkcja

a rozpadem ustala sie na poziomie

Her2e = 1,5 .10-12. W atmosferze He

laczy sie z tlenem, tworzac radioaktywny

dwutlenek wegla Heo2, który moze

byc absorbowany przez rosliny podobnie

jak normalny 12eo2.Stad moze sie tez

przedostawac do organizmów zwierzecych.

Dopóki organizm zyje i odzywia sie,

zachowuje staly stosunek Her2e. Od

momentu smierci przestaje uzupelniac

rozpadajacy sie He, co powoduje

zmniejszanie sie stosunku Her2e.
Mierzac ten stosunek w badanej próbce,

mozemy zatem okreslic czas, jaki uplynal

od smierci organizmu.

Pierwszym sprawdzianem opracowanej

w 1947 r. metody bylo porównanie

zmierzonego wieku piramid egipskich

z zapiskami historycznymi sprzed

2000-5000 lat. Pierwszym odkrywczym

jej zastosowaniem bylo okreslenie wieku

znanego z Biblii miasta Jerycho na

7000-8000 lat, dwa razy wiecej niz

dotychczas przypuszczano.



S,,, tzw. grupa symetryczna zbioru n-elementowego, jest grupa wszystkich permutacji

tego zbioru, w której o oznacza skladanie permutacji.

Dn, grupa wszystkich izometrii wlasnych n-kata foremnego (podgrupa grupy Sn,
jako ze kazda taka izometria jest jednoznacznie wyznaczona przez pewna permutacje

wierzcholków n-kata).

Jesli przyjmiemy 0'1 = (1,2)(3,4) i 0'2 = (2,3), to zmiany,

wykonywane w tej kompozycji, sa nastepujace (w podanej

kolejnosci):

(1,4,2,3)

(4,1,3,2)

(4,3,1,2)

(3,4,2,1)

(3,2,4,1)

(2,3,1,4)

(2,1,3,4)

(1,2,4,3)

(1,2,3,4)

(1,3,4,2)

(3,1,2,4)

(3,2,1,4)

(2,3,4,1)

(2,4,3,1)

(4,2,1,3)

(4,1,2,3)

(1,4,3,2)

(1,2,3,4)

(2,1,4,3)

(2,4,1,3)

(4,2,3,1)

(4,3,2,1)

(3,4,1,2)

(3,1,4,2)

(1,3,2,4)

(1,2,3,4)

(2,1,4,3)

(2,4,1,3)

(4,2,3,1)

(4,3,2,1)

(3,4,1,2)

(3,1,4,2)

(1,3,2,4)

(1,2,3,4)

Pierwsza kolumna to podgrupa D4 izometrii kwadratu,

odpowiadajaca Ukladowi Podstawowemu, druga to warstwa WD4

dla w = (0'10'2)20'10'3, natomiast trzecia jest warstwa w2 D4. Tak

wiec kolumnowy zapis tego bicia odpowiada podzialowi grupy 54

na warstwy podgrupy D4. Zauwazmy przy tym, ze w kazdej

kolumnie wystepuja te same zmiany, co w pierwszej (rózne sa jedynie

wyjsciowe sekwencje), stad wszystkie dziedzicza wlasnosci pierwszej,

a w szczególnosci sa palindromami.

Warstwa (lewostronna) grupy G wzgledem podgrupy H - kazdy podzbiór postaci

aH = {a O h: h E H}. Jesli aH t. bH, to warstwy aH i bH sa rozlaczne.

Stedman zauwaza, ze gdy, tak jak przed chwila, w danym ukladzie

zastapimy ostatnia zmiane inna, to otrzymamy kolumny o tej

We wstepie do Campanalogii Stedman zapowiada wyjasnienie

"sztuki zmian, czysto matematycznej, lecz prowadzacej do

zadziwiajacych efektów" . Popatrzmy na dwa przyklady z tej ksiazki.

Jesli we wspomnianym wyzej Ukladzie Podstawowym zastapimy

ostatnia zmiane 0'2 przez 0'3 = (3,4), to mozemy zbudowac bicie

pelne, zwane Plain Bob Minimu8, nastepujacej postaci (kazda

kolumna opisuje jeden uklad):

bicie odpowiada zatem równosci (0'10'2)4 = e w 54. Nie jest ono

szczególnie dlugie (54 ma przeciez 24 elementy, a 0'1 i 0'2 generuja

podgrupe D4), ale spelnia wszystkie pozostale warunki. Zauwazmy,

na przyklad, ze powtarzanie zmiany 0'1 zapewnia, iz zaden dzwon

nie pozostanie na swoim miejscu przez trzy kolejne sekwencje.

Bicie zawiera tylko jeden uklad (stad nazwa "Uklad podstawowy"),

widoczny zwlaszcza po odrzuceniu ostatniej zmiany 0'2, która ma

doprowadzic do powrotu do sytuacji wyjsciowej.

Ponadto, dobre bicie musialo byc odpowiednio dlugie i zawierac

jak najmniej róznych zmian (oczywiscie,

powtarzanych tyle razy, ile bylo to konieczne). Bicie,

zawierajace wszystkie mozliwe dla danego zestawu

dzwonów sekwencje, nazwiemy pelnym. Tak wiec

pelne bicie n dzwonów zawiera n! + 1 sekwencji

(lacznie z powtórzona ostatnia sekwencja okragla).

Popatrzmy (przyklad obok) na bicie z 1621 roku,

znane jako "Uklad Podstawowy dla czterech

dzwonów" i odpowiadajace ciagowi g sekwencji.

Pierwotnie zawartosc 140 oceniano

mierzac intensywnosc promieniowania.

Od lat 80. liczbe atomów 140 ocenia sie,

wyodrebniajac je z próbki za pomoca

akceleratora sprzezonego ze spektrometrem

masowym. Spektrometr masowy jest

to magnes, który pod róznymi katami

odchyla rozpedzone w akceleratorze jony

o róznych stosunkach masy i ladunku.

Próbka (grafit lub 002) jest jonizowana

ujemnie (aby uniknac pomylki z 14N) przez

bombardowanie jonami cezu. Powstale

jony formuje sie w wiazke o energii typowo

25 kiloelektronowoltów i przepuszcza

przez spektrometr, który wybiera jony

o masie 14: 140-, 130H-, 120H2. Wiazka

ta jest nastepnie przyspieszana do energii

1 megaelektronowolta (Me V) i zderzana

z czasteczkami gazu w celu rozbicia 130H

i 12OH2. Ostatecznie wiazke rozpedza sie

do 8 MeV i spektrometrem wybiera 140.

Metoda akceleratorowa jest duzo

czulsza od tradycyjnej, gdyz do pomiaru

wykorzystywane sa wszystkie atomy 140

z próbki, a nie tylko te, które sie aktualnie

rozpadaja. Pozwala ona siegac do 40-50

tysiecy lat wstecz. Ograniczeniem jest

zwykle czystosc próbki. Po 40000 lat

zawartosc 140 zmniejsza sie do 1%. Tak

wiec domieszka 1% "nowego" wegla moze

dowolnie stara próbke "odmlodzic" do

40000 lat.

Aby siegnac wstecz jeszcze dalej, mozna

zastosowac radioizotopy o dluzszych

czasach rozpadu. Do oznaczania wieku

skamielin wykorzystuje sie szereg

uranowo-torowy. Uran rozpuszcza sie

w wodzie, tor nie. Dlatego skaly osadowe

w momencie tworzenia zawieraja uran,

a sa wolne od toru. Stosunek 238U

o T1/2 = 4,47 . 109 lat do powstalego

Dokladnosc metody 14O mozna poprawic,

uwzgledniajac zmiany stosunku

140/120 w atmosferze spowodowane

zmianami intensywnosci promieniowania

kosmicznego, klimatycznymi, itp. Takie

cechowanie mozna przeprowadzic,

porównujac zmierzony wiek bardzo

starych drzew z liczba sloi w ich

przekroju. Najlepiej do tego celu

nadaja sie sosny pinus aristata longaeva
rosnace w kalifornijskich górach

White-Inyo. Najstarszy zywy okaz ma

4764 lata. Porównujac zgeszczenia slojów

(spowodowane chlodniejszym klimatem)

mlodszych i starszych drzew mozemy te

metode rozszerzyc do okolo 10000 lat.
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samej liczbie elementów, a przy tym dwie z nich sa albo równe

(z dokladnoscia do kolejnosci elementów w sekwencji), albo

rozlaczne. Dzis wiemy, ze jest to ogólna wlasnosc warstw w grupie.

Ponadto dowodzac, ze ciag sekwencji jest istotnie biciem, Stedman

korzysta z faktu, ze wx = wy implikuje x = y, a wkx = wk+1y

pociaga za soba x = w1 y. Z pierwszej wlasnosci wynika, ze jesli

wszystkie sekwencje w pierwszym ukladzie sa parami rózne, to

podobnie jest w nastepnych ukladach, z drugiej zas, ze takze

powtórzenia sekwencji maja zródlo w pierwszym ukladzie. Pisze tez,

ze w pelnym biciu "dwa dzwony (lub wiecej) pozostaja na swoich

miejscach tyle razy, ile razy pozostale dzwony moga swoje miejsce

zmieniac" , czyli istnieje wzajemnie jednoznaczna odpowiedniosc

miedzy permutacjami n elementów, które sa stale na k sposród nich,

a permutacjami n - k elementów.

Kolejnym waznym wkladem Stedmana do nauki o dzwonach jest

kompozycja na 5 dzwonów (uogólniona na dowolna nieparzysta

ich liczbe), znana jako "Stedman Doubles". Na poczatku

Stedman rozwaza zmiany 0"1 = (1,2)(4,5) i 0"2 = (2,3)(4,5).

Ciagi, odpowiadajace slowom 1f'1 = (0"10"2)20"1 i 1f'2 = (0"20"r)20"2

(wolna szóstka i szybka szóstka), wyznaczaja wszystkie permutacje

pierwszych trzech dzwonów, przesuwajac ostatnie dwa sposród

nich w celu zachowania regul bicia; odpowiada to równosci

((1,2)(2,3))3 = e w 53.

Dalej wprowadza sie zmiane czesci 0"3 = (1,2)(3,4), by polaczyc

sasiednie szóstki (na przemian wolne i szybkie). Kazde jej

wystepowanie zmienia zbiór pierwszych trzech dzwonów; otrzymuje

sie bicie (zlozone z 60 sekwencji), odpowiadajace równosci

(1f'10"31f'20"3)S = e.

Permutacje 0"1,0"2 i 0"3 sa parzyste, wiec generuja jedynie grupe

alternujaca As, zatem do otrzymania pelnego bicia wystarczy

zastapic ostatnie 0"3 przez dowolna transpozycje i powtórzyc uklad.

Odpowiada to podzialowi na warstwy: Ss = As U T As dla dowolnej

transpozycji T.

Grupa alternujaca An - podgrupa Sn, zlozona ze wszystkich permutacji, które mozna

otrzymac jako zlozenie parzystej liczby transpozycji.

Postepujac podobnie z siedmioma dzwonami, biorac dwie szóstki

0"1 = (1,2)(4,5)(6,7) i 0"2 = (2,3)(4,5)(6,7) i zmiane czesci

0"3 = (1,2)(3,4)(5,6), mamy

((0"1O"2)20"1O"3(0"20"r)20"20"3)7 = e,

czyli uklad poczatkowy z 84 sekwencjami. Aby otrzymac

5040 permutacji, Stedman proponuje zastosowanie

0"4 = (1,2)(3,4)(6,7) i O"s = (1,2)(3,4) zamiast jednego lub obu

wystapien 0"3 w poprzednim wyrazeniu i powtórzenie ukladu.

Na koniec postawil problem zbudowania pelnego bicia za pomoca

jedynie 0"1,0"2,0"3,0"4. Dzis oznacza to zbudowanie cyklu Hamiltona

w grafie grupy 57, generowanego przez 0"1,0"2,0"3,0"4, utworzonego

przez oba rodzaje naprzemiennie ustawionych szóstek, polaczonych...
zmianami 0"3 i 0"4.

Cykl Hamiltona - ciag kolejno polaczonych ze soba krawedzi grafu, który przechodzi

przez kazdy wierzcholek dokladnie jeden raz - z wyjatkiem pierwszego, w którym cykl

sie zaczyna i konczy.

Problem pozostawal nierozwiazany do 1995 roku, kiedy to

rozwiazanie przedstawil zespól muzyczny Towarzystwa Absolwentów

Uniwersytetu w Cambridge.
Tlumaczenie W.B.

3

zen 230Th pozwala wiec okreslic wiek

skamieliny.

Metoda potasowo-argonowa,
uzywana do datowania skal

bazaltowych, wykorzystuje rozpad 40K

o 71/2 = 1,25 . 109 lat na 40Ar. Argon

ulatnia sie z roztopionej lawy. W momencie

zastygniecia lawa zawiera 4°K, a jest wolna

od 40Ar. Zawartosc nowo powstalego

40Ar w skale bazaltowej pozwala okreslic

moment jej zastygniecia.

Najnowoczesniejsze metody datowania

wykorzystuja zjawiska zwiazane

z defektami struktur krystalicznych.

W niektórych krysztalach (kwarc, kalcyt)

elektrony moga byc przeniesione z pasma

walencyjnego do pasma przewodnictwa

dzieki promieniowaniu naturalnemu

lub kosmicznemu. Dyfundujac, moga

napotkac defekty sieci, w których zostana

uwiezione. Dostarczenie energii do próbki

powoduje ich uwolnienie, po którym

moze nastapic emisja fotonu. Tego

typu emisje nazywamy luminescencja.

W metodzie termoluminescencyjnej

energii dostarcza sie, podgrzewajac

próbke. Metoda ta mierzy wiec czas

od ostatniego "wyzerowania" próbki,

tj. uwolnienia wszystkich elektronów, co

zachodzi w temperaturze powyzej 300°0.

Moglo do tego dojsc np. podczas

rozgrzewania krzemiennego narzedzia

w ogniu badz podczas wypalania wyrobów

garncarskich. Im dluzszy czas minal od

wyzerowania próbki, tym wiecej elektronów

w pulapkach, a wiec i tym silniejsza

luminescencja. W metodzie wymuszonej
fotoluminescencji elektrony uwalnia

sie, naswietlajac próbke. Metoda ta jest

czulsza od termoluminescencyjnej, gdyz

uwalniane sa w niej jedynie elektrony

z plytszych pulapek i do wyzerowania

próbki wystarcza silne naslonecznienie.

Dlatego nadaje sie do datowania lessu,

wydm, pylu w lodowcach, dna morskiego

itp.

Liczbe elektronów w pulapkach mozna

tez mierzyc za pomoca rezonansu

spinowego. Próbke umieszcza sie

w silnym, statycznym polu magnetycznym

rzedu 1 tesli, które powoduje

rozszczepienie poziomów energetycznych

róznych stanów spinowych elektronów.

Próbke poddaje sie nastepnie dzialaniu

mikrofal o czestotliwosci rzedu 1GHz.

Rezonansowe pochlanianie energii mikrofal

zachodzi, gdy ich czestosc odpowiada

rozszczepieniu. Metoda ta ma olbrzymie



Arytmetyczne figle
Jaroslaw GÓRNICKI

Matematyka jest nauka, która charakteryzuje duzy stopien precyzji.

Oznacza to, ze poruszanie sie w ramach tego przedmiotu wymaga

przestrzegania okreslonych regul. Jak pokazuje historia (piszemy

o tym w dalszej czesci), ich ksztaltowanie to nie jednorazowy akt,

lecz dlugotrwaly proces, w którym wazna role odgrywaja paradoksy.

Z jednej strony jaskrawo uwidaczniaja one slabosci naszych

dotychczasowych koncepcji, a z drugiej pozwalaja sprawdzic jakosc

naszej wiedzy i lepiej zrozumiec istote uzywanych pojec i metod.

Wielokrotnie potrzeba wyjasnienia odkrytego paradoksu stawala

sie impulsem postepu. Paradoksom zawdzieczamy przekonanie

o koniecznosci formalizacji geometrii, teorii mnogosci, rozwoju logiki

i podstaw prawdopodobienstwa.

Ponizej przypominamy kilka szkolnych figli o charakterze

rachunkowym, majac nadzieje, ze Czytelnicy bez trudu wskaza

w nich bledy prowadzace do falszywych wniosków. Ostatnie dwa

z nich maja swój udzial w rygoryzacji analizy i moga byc pretekstem

do powazniejszych rozwazan.

Figiel 6.
(J.R. d'Alembert; 1717-1783)

Jezeli a· d = b . c, to ~ = ~.
b d

Gdy w ostatniej równosci a > b, to równiez

c > d. Przyjmijmy wiec: a = d = 1,

b = c = -1. Spelnione sa wówczas warunki

a . d = b . c i a > b,

musi wiec byc

c > d, czyli - 1 > 1.

z = z,

Figiel 4.

a = b + c,

a(a - b) = (b + c)(a - b),

a2 - a . b = b . a + c . a - b2 - b . c,

a2 - a . b - a . c = a . b - b2 - b . c,

a(a - b - c) = b(a - b - c),

a = b.

Figiel 2.
Niech a > b. Wtedy dla pewnego

dodatniego c

skad

1= -1.

Figiel 3.
Przyjmujemy i = yCI. Wówczas

vx=Y = i .VY - x.

Dla x = a, y = b otrzymujemy

~=i·~.

Natomiast dla x = b, Y = a mamy

~=i·~.

Zatem

~·~=i2.~.~,

b = 2· b,

1 = 2.

Figiel 1.
Jezeli a = b i b "# O, to

a.b=a2,

a . b - b2 = a2 - b2,

b(a - b) = (a + b)(a - b),

b = a + b,

Figiel 5.
(J. Bernoullij

1667-1748)

(_1)2 = 1,

In(-1)2 = In1 = O,

21n( -1) = O,

ln( -1) = O,

-1 = eO,

-1 = 1.

zaslugi w badaniu prehistorii czlowieka,

gdyz znakomicie nadaje sie do datowania

emalii na zebach.

Metody magnetyczne wykorzystuja.

zmiennosc kierunku ziemskiego pola

w przeszlosci. Domeny tlenku zelaza

w rozgrzanym materiale (lawa, glina

w piecu garncarskim) ukladaja. sie

zgodnie z polem magnetycznym Ziemi.

"Zamrozona" magnetyzacja moze

byc wiec wykorzystana do datowania.

W cia.gu ostatnich 3 milionów lat bieguny

ziemskiego magnesu zamienialy sie

miejscami 6 razy!

Odrebna. grupe stanowia. metody

astro-klimatyczne. Opieraja. sie one

na korelacjach zmian polozenia Ziemi

wzgledem Slonca i dlugoterminowych

zmian klimatycznych oraz ich efektów

fizycznych i biologicznych. Przykladowo,

poziom oceanów byl nizszy w okresach

zlodowacen. Bogatsze nagromadzenie

pylków kwiatowych w osadach swiadczy

o okresach ocieplenia. Przenikalnosc

magnetyczna osadów jest zalezna od

rozpuszczania magnetytu w procesach

biologicznych. Stosunek stezen izotopów

180/160 jest czuly na temperature,

stosunek 13C/12C jest zas zalezny od

intensywnosci fotosyntezy. Poszukuje

sie coraz to nowych korelacji tego

typu i choc metody na nich oparte sa.

generalnie bardziej zawodne od metod

radioizotopowych czy luminescencyjnych,

stanowia. czesto ich sprawdzian i cenne

uzupelnienie.

Zobaczmy teraz, jak omówione metody

przyczynily sie do poznania prehistorii

czlowieka. Do pocza.tków lat 80. panowalo

przekonanie, ze rozwój biologicznych

przodków czlowieka zachodzil równolegle

na kilku kontynentach. Homo erectus,

który pojawil sie w Afryce okolo 2 mln

lat temu, rozprzestrzenil sie na cala.

Europe i Azje. Znaleziono nawet dziecko

homo erectus na Jawie. "Normalne"

namagnesowanie mineralów wokól

znaleziska pozwolilo umiejscowic jego

wiek miedzy 1,79 a 1,95 mln lat temu.

Homo erectus przeksztalcal sie stopniowo

w archaic homo sapiens, by okolo 100 tys.

lat temu dac pocza.tek homo neandertalsis.

W srodowiskach odizolowanych homo

erectus przetrwal niemalze do "naszych

czasów". Swiadcza. o tym dwa znaleziska

na Jawie datowane za pomoca. rezonansu

spin owego na 53±4 i 27±2 tys. lat!

Neandertalczy k wygina.l kilkadziesia.t

tysiecy lat temu. Niemal jednoczesne

4



Figiel 7.
Wiadomo (Mercator 1668r. - wlasciwie Nicolaus Kauffman,

1620-1687),ze dla x E (-1,1]

1 2 1 3

In(1+x)=x-2x +3'x - ...
Zatem dla x = 1

1 1 111
In2 = 1 - - + - - - + - - - +

2 3 4 5 6 ... ,

2 1 2 1
2In2 = 2 - 1+ - - - + - - - + ... =

3 2 5 3

11111
=1--+---+---+ =

2 3 4 5 6 ...

= In2,

2 = 1.

Figiel 8.
1 1 1 1 1

In2 = 1 - - + - - - + - - - + ... =
2 3 456

( 1 1 ) (1 1 1 )= 1+3'+5+'" - 2+4+6+'"

= { (1 + ~ + ~ + ... ) + (~ + ~ + ... ) } - 2 (~ + ~ + ... )

(111) (111 )
1+-+-+-+ ... - 1+-+-+-+ ... =0

2 3 4 . 2 3 ·4 '

In 2 = In 1,

2 = 1.

Wyjasnienie ostatnich dwóch paradoksów moze sprawic pewien

klopot. Nie dosc, ze dotycza one wykonywania nieskonczenie wielu

dzialan, to pojawia sie w nich jeszcze swobodna zmiana kolejnosci

skladników (jak pamietamy ze szkoly, jesli nie ma nawiasów, to

dzialania +, - wykonujemy w kolejnosci ich wystepowania). To

wlasnie zmiana porzadku wyrazów w powyzszych nieskonczonych

sumach jest przyczyna paradoksalnych wyników. Ostatnie

przyklady wykazuja, ze nie ma prostego przejscia od "matematyki

wielomianowej" , opartej na obliczeniach wykonywanych zawsze

na skonczonej liczbie wyrazów, do "matematyki rózniczkowej",

u podstaw której leza procesy graniczne i dzialania nieskonczone.

Jeszcze w XVIII wieku matematycy tej miary co L. Euler

(1707-1783), G.W. Leibniz (1646-1716), matematycy z rodu

BernoulIich, poslugiwali sie dzialaniami nieskonczonymi bardzo

swobodnie, bylo to niemal entuzjastyczne eksperymentowanie. Choc

rozrózniano wówczas szeregi zbiezne i rozbiezne (znano nawet pewne

kryteria zbieznosci), to dominowalo przekonanie, ze podstawowe

prawa algebry i analizy sa jednakowe. Dla ówczesnych matematyków

naturalne bylo, ze na kazdym szeregu mozna wykonywac dowolne

przeksztalcenia i dzialania, podobnie jak na funkcjach wymiernych.

Akceptowano nawet argumentacje bardziej metafizyczna niz

matematyczna· Na przyklad Guido Grandi (1671-1742),profesor

matematyki w Pizie, uwazal (1703 r.), ze wzory postaci

o + O+ O+ ... = (1 - 1) + (1 - 1) + (1 - 1) + ... =

= 1- (1- 1) - (1 - 1) - ... =

=1-0-0- ... =1,

O+ O+ 0+ ... = (1 - 1) + (1 - 1) + (1 - 1) + ... =
1

= 1- 1+ 1-1 + 1- 1+ ... = -,
2
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pojawienie sie "nowoczesnego czlowieka"

(homo sapiens sapiens) wydawalo sie

wskazywac, ze pochodzi on bezposrednio

od Neandertalczyka. Przelom przyniosly

badania szczatków obu tych gatunków

znalezionych w kilku jaskiniach izraelskich.

Metoda termoluminescencyj na wykazala,

ze w jaskini Kebara Neandertalczycy

przebywali mniej wiecej od 62 do

48 tys. lat temu. W pobliskiej jaskini

Qafzeh homo sapiens sapiens pojawil

sie juz 90-100 tys. lat temu. Metoda

rezonansu spin owego poprawiono ten

wynik na 120±8 tys. lat i okreslono wiek

czaszek homo sapiens sapiens z jaskini

Skhul na 1l0±10 tys. lat. Te i inne nowe

odkrycia sugeruja, ze homo sapiens sapien

i homo neandertalsis to dwie rózne galezie

wywodzace sie ze wspólnego pnia archaic

homo sapiens. Neandertalczyk rozwinal

sie na Bliskim Wschodzie i w Europie,

podczas gdy homo sapiens sapiens powstal

w Afryce i stamtad rozprzestrzenil sie na

wszystkie kontynenty. W Europie pojawil

sie okolo 35 tys. lat temu. ,Szybko wyparl

Neandertalczyka i utworzyl kulture zwana

Cro Magnon znana z pieknych malowidel

jaskiniowych.

Niespodziewanie silnego poparcia

tej hipotezie dostarczyla genetyka.

W 1987 r. podjeto próbe wyznaczania

wieku i genotypu wspólnego przodka

badanej grupy ludzi poprzez "odtwarzanie

w tyl" mutacji koniecznych do

wygenerowania obserwowanej
róznorodnosci. Zrekonstruowane

"drzewo genealogiczne" okazalo sie

wyrastac z Afryki 140-290 tys. lat temu

i wypuszczac odnoge na inne kontynenty

90-180 tys. lat temu. W nastepnych

latach inne grupy opublikowaly

podobne rezultaty. Jednej z nich udalo

sie odtworzyc sekwencje (397 par

nukleotydów) DNA Neandertalczyka

sprzed 40 tys. lat. Porównano ja z DNA

2051 ludzi i 59 szympansów. Zmierzone

srednie liczby róznic

czlowiek - czlowiek 8,0

czlowiek z Afryki - Neandertalczyk 27,1

czlowiek z Europy - Neandertalczyk 28,2

czlowiek - szympans 55,0

sa mocnym potwierdzeniem hipotezy

pochodzenia homo sapiens sapiens

z Afryki. Gdyby pochodzil on od

Neandertalczyka, Europejczyk powinien

by byc znacznie blizszy Neandertalczykowi

niz Afrykanczyk. Jako najbardziej

prawdopodobny rysuje sie wiec scenariusz



(daty w tys. lat temu):

2000 Wyodrebnienie sie homo erectus

w Afryce.

1600-800 Homo erectus przenosi sie na

inne kontynenty.

500-200 Homo erectus przeksztalca sie

stopniowo w archaicznego homo
sapiens.

130-100 Homo sapiens w basenie Morza

Sródziemnego daje poczatek

Neandertalczykowi, który

opanowuje Europe i Bliski
Wschód.

150-120 Homo sapiens w Afryce daje

poczatek homo sapiens sapiens.

110-90 Homo sapiens sapiens pojawia

sie na Bliskim Wschodzie.

okolo 35 Homo sapiens sapiens

gwaltownie opanowuje

cala Europe, wypierajac

Neandertalczyka; eksplozja

kulturalna Gro Magnon.

To, co stalo sie 30-40 tys. lat temu,

bez cienia przesady mozna nazwac

eksplozja kulturalna. Wprawdzie juz

na dlugo przedtem homo sapiens

sapiens poslugiwal sie narzedziami, ale

nigdy nie byly one specjalnie zdobione.

Natomiast poczawszy od wieku okolo

35 tys. pojawia sie mnóstwo bogato

zdobionych narzedzi, rzezb i malowidel na

scianach jaskin (fotografia na okladce).

W Europie odkryto juz ponad 200 jaskin

z malowidlami. Co roku odkrywane sa

nowe. Zadna z nich jednak nie przekracza

magicznej granicy 35000 lat. Dlaczego

homo sapiens sapiens, genetycznie

i anatomicznie niemal identyczny z nami,

od 120 do 35 tys. lat temu nie rozwinal

zadnej kultury? Co sie wydarzylo

35000 lat temu? Dlaczego Gro Magnon

nagle tak bardzo sie rozprzestrzenil

i calkowicie wyparl Neandertalczyka?

Dlaczego zaczal zdobic narzedzia, rzezbic,

malowac na scianach jaskin? Wydaje

sie, ze dlatego, iz rozwinal jezyk, zaczal

uzywac symboli, myslec abstrakcyjnie.

Ale dlaczego nastapilo to tak nagle

i dlaczego dopiero 35 000 lat temu, a nie

np. 80000 lat wczesniej?

A moze istnieja dawniejsze malowidla

i rzezby, które czekaja na odkrycie?

Albo pomylilismy sie w datowaniu

pierwszych homo sapiens sapiens

lub przegapilismy istotne róznice

anatomiczne czy genetyczne? To

wszystko malo prawdopodobne, ale nie

wykluczone. Odpowiedz moze przyblizyc

jedynie cierpliwe poszukiwanie oraz

dalsze doskonalenie metod fizycznych

i genetycznych.

6

sa symbolami "tworzenia czegos z niczego" (wynik luzyskal,
przyjmujac x = 1 we wzorze

1 2 3--=l-x+x -x + ...l+x
i nie zdajac sobie sprawy, ze ma on sens jedynie dla lxi < 1).

Sytuacja ta trwala az do pierwszej polowy XIX wieku, kiedy to

m.in. B. Bolzano (1781-1848), A.L. Cauchy (1789-1857), N.H. Abel

(1802-1829) zaczeli budowac teorie zbieznosci szeregów. Stworzone

pózniej teorie sumowania szeregów rozbieznych pokazaly, ze pewne

metody (idee) stosowane przez Eulera, Bernoullich nie sa pozbawione
podstaw.

Nie oznacza to jednak, ze w XVIII wieku nie dostrzegano zadnych

niebezpieczenstw zwiazanych z dzialaniami nieskonczonymi.

G. Leibniz w liscie z 10 stycznia 1714 r. do J. Bernoulliego

(1667-1748) podaje kryterium zbieznosci szeregów naprzemiennych

(wczesniej pisal o tym 26 czerwca 1705 r. do J. Hermanna

(1678-1733)). Dla jednego z takich szeregów (dzisiaj nazywanego

anharmonicznym) Ch. Goldbach (1690-1764) czyni niebanalne

spostrzezenie: wyrazy ciagu 1, l, ~, ... mozna polaczyc znakami +
i - tak, by suma otrzymanego szeregu byla równa dowolnej liczbie

rzeczywistej. Komunikuje to Eulerowi (listem z 1 pazdziernika

1742 r. i latem 1752 r.). Informacja ta przechodzi jednak bez

echa. Dopiero w 1853 roku B. Riemann (1826-1866) wykazuje

twierdzenie (opublikowane w 1867 r.): majac dany szereg

zbiezny warunkowo, mozna przez zmiane porzadku jego

skladników uzyskac szereg rozbiezny lub zbiezny do z góry

danej granicy. W tej sytuacji zbieznosc szeregów, które nie sa
bezwzglednie zbiezne, jest sprawa bardzo delikatna i wciaz aktualna

(dla szeregów bezwzglednie zbieznych wszystko jest jasne: szereg
bezwzglednie zbiezny nie zmienia swej sumy po dowolnej

zmianie porzadku wyrazów).

Szereg L:: x" nazywamy bezwzglednie zbieznym, jesli zbiezny jest szereg L:: 1,",,1·

Szereg zbiezny, ale nie bezwzglednie, nazywamy warunkowo zbiezllynl.

Uzasadnienia obu wspomnianych tu twierdzen nie sa zbyt trudne

i mozna je znalezc np. w [2]. Przejrzenie ksiazki [1] pozwala

zorientowac sie, jak mocno i gleboko problematyka badania

zbieznosci szeregów "odpornych" na permutacje skladników

jest zwiazana ze wspólczesnymi badaniami w zakresie analizy

funkcjonalnej.

Podkreslic nalezy tez, ze w wielu fragmentach wspólczesnej

matematyki dzialania nieskonczone (np. szeregi) - juz poprawnie

zamocowane - odgrywaja pierwszorzedna role i maja duze znaczenie

praktyczne, by wspomniec o szeregach Fouriera czy funkcjach

analitycznych.
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Pod nieobecnosc sily ciezkosci molekuly poruszalyby sie chaotycznie i ich zderzenia

z dnem i pokrywa naczynia równowazylyby sie. W polu sily ciezkosci skladowa

pionowa predkosci molekul, poruszajacych sie w dól, zwieksza sie, a molekul

poruszajacych sie do góry - maleje. W rezultacie sila parcia na dno naczynia jest

wieksza od sily parcia na pokrywe o tyle, ile wynosi ciezar gazu.


