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W drugiej polowie XIX i w pierwszych latach

XX wieku sformulowane zostaly podstawy klasycznej

fizyki statystycznej. Uzywajac jezyka teorii

prawdopodobienstwa, teoria ta pozwolila powiazac

makroskopowe wlasnosci prostych ukladów fizycznych,

np. porcji gazu pod tlokiem czy kawalka ciala stalego,

z mechanicznymi wlasnosciami atomów. Jednym

z pierwszych wielkich sukcesów teorii bylo wyliczenie

przez Maxwella i Boltzmanna rozkladu energii

czasteczek w rozrzedzonych gazach i uzasadnienie

prawa ekwipartycji energii. Wyniki te zilustrujemy,

odwolujac sie do wyprowadzonego wiele lat pózniej

rozkladu Gibbsa. Najpierw jednak przyp.omnimy kilka

podstawowych pojec fizyki statystycznej.

Waznymi pojeciami fizyki statystycznej sa stany

mikroskopowe i makroskopowe ukladu wielu

czastek. W fizyce klasycznej aby zdefiniowac

stan mikroskopowy ukladu, skladajacego sie z N
punktów materialnych, trzeba podac 3N liczb

okreslajacych wspólrzedne ich wektorów polozen

i 3N liczb okreslajacych wspólrzedne ich wektorów

predkosci albo pedu. Mówimy, ze taki uklad ma

3N translacyjnych stopni swobody. (Dla czastek

o wewnetrznej strukturze, mogacych rotowac lub

drgac, liczba stopni swobody bylaby wieksza.)

Do zdefiniowania stanu makroskopowego porcji

gazu pod tlokiem w równowadze mechanicznej

i cieplnej z otoczeniem wystarczy podac wartosci

dwu niezaleznych parametrów stanu, tzn. dwu

sposród trzech wielkosci fizycznych: temperatury,

cisnienia, objetosci. (Dla bardziej zlozonych ukladów

liczba niezaleznych parametrów stanu jest wieksza.)

Oczywiste jest, ze kazdemu makroskopowemu stanowi

równowagi odpowiada bardzo wiele róznych stanów

mikroskopowych, przez które przebiega uklad w czasie

swojej ewolucji.

Gibbs wykazal, ze jesli w stanie o scisle okreslonej

energii ukladu bardzo wielu czastek wydzielic

niewielki poduklad skladajacy sie z N czastek, to

gestosc prawdopodobienstwa W (A) znalezienia tego

podukladu w okreslonym stanie mikroskopowym A

jest wprost proporcjonalna do tzw. boltzmanowskiego

czynnika wykladniczego exp( -EA/kT), gdzie EA jest

energia stanu A, T jest temperatura bezwzgledna,

a k stala Boltzmanna. Wynik Gibbsa pozostaje

sluszny w fizyce kwantowej, tyle ze tam stany

mikroskopowe ukladów daja sie ponumerowac liczbami

calkowitymi i nalezy mówic o prawdopodobienstwie,

a nie o gestosci prawdopodobienstwa.

W ukladzie czastek nieoddzialujacych lub

oddzialujacych jedynie w chwilach zderzen,

zamknietym w szesciennym pudle o krawedziach L,

energia jest suma energii kinetycznych poszczególnych

czastek. W tej sytuacji czynnik boltzmanowski

staje sie iloczynem czynników boltzmanowskich

poszczególnych czastek. Jesli zatem stany

poszczególnych czastek sa zupelnie niezalezne

od pozostalych, a tak jest dla klasycznego gazu

doskonalego, to gestosc prawdopodobienstwa W(A)

staje sie iloczynem gestosci prawdopodobienstwa w(ai)

(i = 1,2, ... , N) wszystkich czastek, gdzie ai oznacza

stany i-tej czastki. Gestosci te maja postac

w(a) = C exp( -EA/kT),

gdzie Ea jest energia czastki w stanie a.

Stala C mozna wyznaczyc z warunku unormowania

prawdopodobienstwa, to znaczy warunku, by

prawdopodobienstwo znalezienia czastki w dowolnym

stanie a, czyli w dowolnym miejscu w objetosci L3

i z dowolnym pedem p, bylo równe jednosci.

O czastkach, dla których obowiazuje powyzszy

wzór, mówi sie, ze maja statystyke boltzmanowska·

Zauwazmy jeszcze, ze energie Ea mozna przedstawic

w postaci sumy energii zwiazanych z ruchami w trzech

prostopadlych kierunkach osi x, y i z. Tym samym

w(a) mozna przedstawic jako iloczyn trzech gestosci

prawdopodobienstwa odpowiadajacych stanom ruchu

wzdluz trzech osi wx, wY' Wz, gdzie np.

Wx = cexp( -p;/2mkT).

1[7nStala c = L V 2;T wyznacza sie z warunku
unormowania prawdopodobienstwa, który tym razem

+00

ma postac: L J wxdpx = L
-00

Stad juz tylko krok do prawa ekwipartycji energii.

Prawo to glosi, ze srednia energia, przypadajaca na

kazdy stopien swobody ukladu, wynosi (1/2)kT. Aby

obliczyc te srednia energie, nalezy obliczyc calke
+00

J p~ wxdvx, calke tego typu mozna jednak znalezc2m
-00

w kazdej tablicy calek oznaczonych:

+00

J x2exp( -ax2)dx = ~[!;.
-00

o gestosci prawdopodobienstwa W(x) mówimy wtedy, gdy zmienna losowa x ma rozklad ciagly, tzn. moze przybierac wszelkie wartosci
z pewnego skonczonego lub nieskonczonego przedzialu liczb rzeczywistych. Prawdopodobienstwo P(X, 2>x), ze zmienna x jest w przedziale

X+.o.xj2

(X - 2>x/2, X + 2>x/2), wiaze z gestoscia prawdopodobienstwa wzór P(X, 2>x) = J W(x)dx. Dla dostatecznie malych 2>x zachodzi
X-.o.xj2

przyblizona równosC P(X, 2>x) ~ W(X)2>x.
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Zgodnie z prawem ekwipartycji energia wewnetrzna

mola gazu doskonalego jest równa U = 3N A . (1/2)kT =
= (3/2)RT, gdzie NA jest liczba Avogadry, aR

stala gazowa. Tym samym molowe cieplo wlasciwe

gazu doskonalego w stalej objetosci Cv = lim ~TUtlT->O Ll

nie zalezy od temperatury i wynosi (3/2)R. Takie

wartosci rzeczywiscie otrzymuje sie doswiadczalnie dla

rozrzedzonych gazów jednoatomowych.

Dla czasteczek dwuatomowych dochodza na kazda

czasteczke dwa rotacyjne stopnie swobody i jeden

oscylacyjny, który nalezy liczyc podwójnie, gdyz do

sredniej energii kinetycznej dochodzi równa jej srednia

energia potencjalna drgan. Z zasady ekwipartycji energii

wynika wiec, ze cieplo wlasciwe takich gazów takze

powinno byc niezalezne od temperatury i równe (7/2)R.

Tu wlasnie zaczynaja sie klopoty z zasada ekwipartycji.

W odróznieniu od sytuacji w gazach jednoatomowych

doswiadczalne wartosci ciepla wlasciwego dla gazów

dwuatomowych silnie zaleza od temperatury. W niskich

temperaturach wynosza okolo (3/2)R, w wysokich

temperaturach (5/2)R, a w temperaturach zblizonych

do temperatury rozpadu czasteczek na atomy znowu

rosna, ale nigdy nie osiagaja (7/2)R.

Dlaczego prawo ekwipartycji energii nie obowiazuje dla

rotacyjnych i oscylacyjnych stopni swobody? Odpowiedz

na to pytanie dala mechanika kwantowa. Okazalo

sie, ze energie ruchów rotacyjnych i oscylacyjnych

sa skwantowane, moga przybierac tylko niektóre

wartosci. W tych warunkach obliczenie sredniej energii

musi przebiegac inaczej. Calkowania w warunku

normalizacyjnym prawdopodobienstwa i przy obliczaniu

energii sredniej trzeba zastapic sumowaniem wzgledem

dozwolonych wartosci energii. Tak otrzymane wyniki

dobrze zgadzaja sie z doswiadczeniem ..

Jednak znacznie wieksze i trudniejsze do wyjasnienia

klopoty pojawily sie przy próbach zastosowania zasady

ekwipartycji do obliczenia ciepla wlasciwego gazu

swobodnych elektronów w metalach i do obliczenia

rozkladu widmowego energii gazu fotonowego.

Ograniczymy sie tutaj do gazu elektronowego. Ciekawe

wlasnosci fotonów warte sa oddzielnego omówienia.

Na poczatku XX wieku bylo juz jasne, ze nosnikami

pradu w metalach sa elektrony, pomiary Thomsona

stosunku e/m, ladunku do masy, pomiary Millikana

ladunku elementarnego, w polaczeniu z pomiarami

zjawiska Halla pozwolily ustalic nie tylko cechy

elektronów, ale i wykazac, ze koncentracja elektronów

w metalach jest bardzo duza, tego samego rzedu,

co koncentracja dodatnio naladowanych jonów.

Poruszajace sie prawie swobodnie elektrony powinny

zgodnie z prawem ekwipartycji wnosic duzy, niezalezny

od temperatury przyczynek do ciepla wlasciwego

metali. Pomiary ciepla wlasciwego dla krysztalów

izolatorów wykazywaly, ze ich cieplo wlasciwe w niskich

temperaturach dazy do zera proporcjonalnie do trzeciej

potegi temperatury. Przyjmujac, ze przyczynek do

ciepla wlasciwego sieci krystalicznej metali jest
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podobny jak dla izolatorów, spodziewano sie,

ze cieplo wlasciwe metali z powodu swobodnych

elektronów powinno byc zawsze znacznie wieksze niz

dla izolatorów. Pomiary w wysokich temperaturach

nie wykazaly jednak istotnych róznic miedzy

metalami i izolatorami, a dokladne badania w niskich

temperaturach ujawnily niewielki przyczynek do

ciepla wlasciwego, liniowy wzgledem temperatury.

Przyczynek ten, wystepujacy we wszystkich metalach,

a nieobecny w izolatorach, przypisano swobodnym

elektronom. Pozostawalo jednak tajemnica, dlaczego

w tak drastyczny sposób przewidywania oparte na

prawie ekwipartycji rozmijaja sie z rzeczywistoscia.

Bylo to tym bardziej niezrozumiale, ze w odniesieniu

do ruchów postepowych przewidywania mechaniki

kwantowej pokrywaja sie pod wieloma wzgledami

z rozwazaniami klasycznymi. Energia jest taka

sama funkcja pedu czastki jak w fizyce klasycznej

i, jesli tylko objetosc ukladu jest dostatecznie duza,

wspólrzedne wektorów pedu czastek kwantowych

moga przybierac dowolnie bliskie siebie wartosci.

Takze rozklad przestrzenny nieoddzialujacych czastek

w objetosci V jest - podobnie jak dla klasycznego

gazu - jednorodny. (W fizyce kwantowej nie mozna

jednoczesnie ustalac scisle wartosci pedu i polozenia,

totez do odrózniania stanów czastki swobodnej

w pudle wystarczaja trzy skladowe wektora jej pedu.)

Kluczem do tajemnicy okazala sie zasada Pauliego,

zgodnie z która w ukladzie nieoddzialujacych,

nierozróznialnych czastek, nie moze byc czastek

o identycznych stanach. Zasada ta wynika

z nierozróznialnosci czastek w mechanice kwantowej

i ograniczen, jakie stad wynikaja dla funkcji falowych

czastek. Wszystkie czastki elementarne podzielic

mozna na dwie klasy - fermiony, których funkcje

falowe musza zmieniac jedynie znak przy zamianie

miejscami dwu dowolnych identycznych czastek, oraz

bozony, których funkcje falowe nie ulegaja zmianie

przy takich zamianach. Elektrony sa fermionami

obdarzonymi wewnetrznym momentem pedu - spinem,

oraz zwiazanym z nim momentem magnetycznym.

Kazdemu pedowi swobodnego elektronu moga

odpowiadac dwa stany rózniace sie kierunkiem spinu

i momentu magnetycznego. Mozna jednak dla prostoty

podzielic wszystkie elektrony na dwie grupy o róznych

kierunkach spinu i rozpatrywac kazda grupe z osobna,

jakby to byly dwa rózne rodzaje czastek.

Zasada Pauliego, obowiazujaca dla fermionów,

sprawia, ze nawet dla ukladu zupelnie

nieoddzialujacych elektronów, mimo ze energia

wystepujaca w wykladniku w rozkladzie Gibbsa

pozostaje suma energii kinetycznych wszystkich

czastek, wartosci wspólrzednych pedów przybieranych

przez elektrony o jednym kierunku spinu nie

sa niezaleznymi zmiennymi losowymi, lecz sa

w pewnym stopniu wspólzalezne. Kazdy stan

N nieoddzialujacych elektronów o wybranym kierunku

spinu scharakteryzowany jest przez N wektorów pedu,

z których zaden nie moze wystepowac wiecej niz raz



i w dodatku zaden z tych wektorów nie moze byc

przypisany konkretnej czastce. Mozna jedynie

powiedziec, ze jedna czastka ma ped ih, jedna

ih itd. Wygodnie jest wiec dla rozrózniania

stanów wieloczastkowych wprowadzic pojecie liczb

obsadzen ni dla jednoczastkowych stanów. Kazdy

stan wieloczastkowy w ukladzie nieoddzialujacych

fermionów okreslamy, podajac liczby obsadzen

wszystkich stanów jednoczastkowych. Dla i-tego
stanu jednoczastkowego liczba obsadzen równa jest 1,

o ile jakas czastka ukladu jest w stanie i, a równa

jest O, jesli w ukladzie nie wystepuje czastka o takim

stanie. Nie istnieje, niestety, elementarny sposób

wyprowadzenia wzoru na zaleznosc sredniej liczby

obsadzen od energii E stanu i temperatury T. Wzór

ten nosi nazwe rozkladu Fermiego-Diraca i ma postac:
1n(E)=----.

1+ exp (Ek?)
Stala M nosi nazwe poziomu lub energii Fermiego

i musi byc ustalona z warunku unormowania

calkowitej liczby czastek - suma liczb obsadzen musi

byc równa liczbie czastek w ukladzie L:a n(Ea) = N.

Mówimy ogólnie o sumowaniu wzgledem stanów

jednoczastkowych, a nie wzgledem róznych wektorów

pedu czastki, gdyz rozklad Fermiego-Diraca

obowiazuje takze dla fermionów w zewnetrznych

polach, gdy stany jednoczastkowe trzeba numerowac

innymi liczbami kwantowymi. Zauwazmy, ze funkcja

Fermiego-Diraca dla temperatur dazacych do zera

dazy do funkcji schodkowej - równej 1 dla energii

mniejszych od M i O dla energii wiekszych od M. Dla

przypadku gazu swobodnych elektronów oznacza

to, ze w naj nizszym stanie energetycznym ukladu

calkowita energia kinetyczna nie jest równa zeru

jak w gazie doskonalym, lecz jest bardzo duza.

Choc pojedynczy elektron moze miec zerowa energie

kinetyczna, w ukladzie wystepuja takze elektrony

o energiach wiekszych, az do energii Fermiego. Poziom

Fermiego w metalach jest rzedu kilku elektronowoltów,

a wiec jest o dwa rzedy wielkosci wiekszy od kT

w temperaturach pokojowych.

W temperaturach róznych od zera, dopóki kT jest

znacznie mniejsze od M, funkcja Fermiego-Diraca

w dalszym ciagu przypomina schodek, tyle ze nieco

wygladzony - dla E = M mamy n(E) = 1/2, ale
juz dla energii wiekszych lub mniejszych o kilka kT

wartosci n(E) sa praktycznie takie same jak

w temperaturze zera bezwzglednego - 1 albo O.

Oznacza to, ze w skonczonych, niezbyt wysokich,

temperaturach tylko niewielka czesc elektronów,

z przedzialu energii rzedu kilku kT, ma energie

wyzsze niz dla T = O. Wszystkie pozostale elektrony
maja takie same energie jak w temperaturze zera

bezwzglednego. Prawo ekwipartycji energii nie stosuje

sie zupelnie do fermionów w niskich temperaturach!

Bez jakichkolwiek rachunków mozna przewidziec

zaleznosc ciepla wlasciwego gazu elektronowego od

temperatury. Liczba elektronów, które zmienily swoje

energie, jest proporcjonalna do kT i same zmiany

ich energii sa rzedu kTo Tym samym róznica 6.U

miedzy calkowita energia ukladu w temperaturze T
i energia w temperaturze zerowej jest proporcjonalna

do kwadratu temperatury, a cieplo wlasciwe w stalej

objetosci musi wiec dla gazu elektronowego w niezbyt

wysokich temperaturach byc liniowa funkcja
temperatury!

W bardzo wysokich temperaturach dla gazu

elektronowego o bardzo malej gestosci poziom

Fermiego staje sie ujemny, funkcja Fermiego-Diraca

rozmywa sie na bardzo szeroki obszar i dla prawie

wszystkich energii przypomina funkcje Boltzmanna
z bardzo malym prawdopodobienstwem obsadzenia

kazdego ze stanów. W tych warunkach zasada

Pau liego staje sie malo istotna i w tym zakresie

temperatur cieplo wlasciwe gazu elektronowego dazy

do klasycznego wyrazenia (3/2)NkT wynikajacego

z zasady ekwipartycji energii. Klasyczna statystyke

boltzmanowska mozna wiec uwazac za graniczny

przypadek statystyki Fermiego-Diraca.

Sprawa ciepla wlasciwego elektronów jest tylko jedna

z wielu konsekwencji zasady Pauliego i statystyki

Fermiego-Diraca obowiazujacych wszystkie fermiony

zarówno na szczeblu atomowym, jak i w astrofizyce,

poczynajac od wyjasnienia struktury ukladu

okresowego pierwiastków, a skonczywszy na równaniach

stanu bialych karlów i gwiazd neutronowych.

Obliczajac stosunek PN+!/PN, mozna sprawdzic, ze

P18 < P19 < < P49 = P50 > P51 >

W miare rozsadne byloby wiec przypuszczenie, ze N = 49 lub

N = 50. Ale czy 49, czy 50? Jesli np. wiemy, ze pileczki sprzedawane

sa w paczkach po 10 szt., to druga mozliwosc wydaje sie bardziej

Rozwiazanie zadania M 903.

Istotna informacje stanowi tylko to, ze za drugim razem wsród

wyciagnietych pileczek byly dokladnie dwie pomalowane; kolory

nie sa wazne. Oznaczmy przez N nieznana liczbe pileczek, które na

poczatku byly w pudle. Oczywiscie N ~ 18 i prawdopodobienstwo

tego, ze zaszlo zdarzenie opisane w zadaniu, wynosi

PN
e20) (N~lO)

U~)

atrakcyjna (chyba ze osoba wrzucajaca pileczki przywlaszczyla

sobie jedna z nich). A jesli pileczki paczkowane sa po trzy? A co,

jesli nasza odpowiedz zostanie uznana za dopuszczalna (i wtedy

w nagrode dostaniemy cale pudlo Innego Proszku do Prania), jesli

wskazujac N, pomylimy sie co najwyzej o 2? Czy nalezaloby wtedy

wybrac takie N, zeby

PN-2 + PN-I + PN + PN+I + PN+2

bylo maksymalne? A jezeli mozna pomylic sie o 10% ? A co robic,

jesli widac, ze w pudle nie zmiesciloby sie nawet 40 pileczek?

Wnikliwemu Czytelnikowi proponujemy dalsze samodzielne

rozmyslanie nad znaczeniem slowa niewiadoma w rachunku

prawdopodobienstwa. Okazuje sie, ze czasami wazne jest nie tylko

to, czego nie wiemy, ale równiez, "w jaki sposób" tego nie wiemy.
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