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Determinizm, chaos i fraktale

Grzegorz SWIATEK

W latach 1605 i 1618 Jan Kepler opublikowal swoje trzy prawa ruchu planet.

Te proste reguly pozwolily wyjasnic ruchy planet na niebie w granicach bledu

obserwacji, wienczac wysilki uczonych od Arystarcha z Samos po Kopernika.

W roku 1687 Izaak Newton wykazal, ze postulowane przez niego prawo

grawitacji powszechnej, przy zalozeniu, iz oddzialywania miedzy planetami

mozna zaniedbac, prowadzi do jednego prawa ruchu planet, wyrazonego przez
równanie rózniczkowe

d2X GMX

dt2 - -lxr'
które implikuje trzy prawa Keplera. W równaniu tym X(t) oznacza polozenie

planety w chwili t, Slonce z zalozenia jest w poczatku ukladu wspólrzednych,

a G i M sa stalymi. Prawo powszechnego ciazenia dalo poczatek nowej

galezi nauki, zwanej mechanika nieba. Jednym z problemów mechaniki

nieba bylo przewidywanie trajektorii planet w sytuacji, gdy oddzialywan

miedzyplanetarnych nie mozna zaniedbac. Odpowiednim narzedziem okazal

sie tzw. rachunek zaburzen, który wprawdzie nie dostarczal dokladnego

rozwiazania, ale pozwalal wyznaczyc ciag coraz dokladniejszych przyblizen

orbity. Rachunek zaburzen odniósl spektakularny sukces w roku 1846, kiedy

to obliczenia oparte na anomaliach ruchu Urana pozwolily na dokladne

przewidzenie polozenia na niebie nieznanej uprzednio planety - Neptuna.

Osiagniecia te doprowadzily do umocnienia sie pogladu zwanego klasycznym

determinizmem. Glosi on, ze znajomosc praw ruchu i stanu ukladu w chwili

poczatkowej pozwala na przewidzenie jego przyszlosci. Matematycznym

wyrazem determinizmu jest równanie rózniczkowe. Jesli y jest zaleznym od czasu

wektorem w przestrzeni IRn, to równanie rózniczkowe ma ogólna postac

(2) dy = F(y, t).
dt

Rozwiazanie zadania M 919.
Rozwazany trójkat rozcinamy trzerrla

prostymi równoleglymi do boków trójkata

i przechodzacymi przez wybrany punkt.

Otrzymamy w ten sposób trzy trójkaty

równoboczne i trzy równolegloboki.

Kazda z tych szesciu figur zawiera czesc

zacieniowana o polu równym czesci

niezacieniowanej .

To jedno równanie wektorowe oznacza uklad n równan skalarnych. Aby zapisac

w tej formie równanie (1), musimy uzyc wektora y o szesciu skladowych,

z których pierwsze trzy sa skladowymi X, trzy nastepne zas skladowymi wektora

predkosci dd~' Ta, w tym przypadku szesciowymiarowa, przestrzen wektorów y
jest zwana przestrzenia fazowa ukladu, w odróznieniu od trójwymiarowej

przestrzeni konfiguracyjnej wektorów x. Dla przykladu, dwa sposród szesciu

otrzymanych w ten sposób równan skalarnych maja postac

dYl dY4 GMYI
- - Y4 oraz - --~-~--
dt - dt - (yf + y~ + y~)3/2'

Odpowiednie twierdzenia teorii równan rózniczkowych orzekaja, ze o ile F
jest "rozsadna" funkcja, na przyklad majaca ciagle pochodne czastkowe

wzgledem wszystkich argumentów, to przy zadaniu warunku poczatkowego

y(to) w dziedzinie funkcji F istnieje jednoznaczne rozwiazanie spelniajace

ten warunek, które mozna przedluzac w obie strony w czasie tak dlugo,

jak pary (y(t), t) pozostaja w dziedzinie funkcji F. Ze wzgledu na ogólna

postac równania (2) klasyczny determinizm nie ograniczyl sie do problemów

z mechaniki nieba. Sadzono, ze gdyby znac poczatkowe polozenia i predkosci

wszystkich atomów i uwzglednic oddzialywania grawitacyjne, elektrostatyczne

i magnetyczne miedzy nimi, mozna by równiez przewidziec inne zdarzenia,

wlacznie z dzialaniami ludzkimi pozornie podlegajacymi wolnej woli. Ten ostatni

poglad nie budzi sympatii w swietle doswiadczen historii dwudziestego wieku.

Z drugiej strony, ogromny postep techniki obliczeniowej wydawalby sie sprzyjac

celom klasycznego determinizmu. Jego krytyka ze strony mechaniki kwantowej,

znajdujaca swój wyraz w polemice miedzy Bohrem i Einsteinem, jest zapewne

wielu Czytelnikom znana. Nie dotyczy ona jednak, jak sie wydaje, mechaniki

nieba, poniewaz efekty kwantowe dotycza malych mas i odleglosci. Mniej znany

jest atak na klasyczny determinizm ze strony czysto matematycznej. Zanim

przedyskutuje te krytyke, chcialbym wspomniec epizod z mojego dziecinstwa.
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W latach siedemdziesiatych w ramach programu Apollo zostal przeprowadzony

eksperyment: czlon rakiety zrzucono na powierzchnie Ksiezyca. Wywolalo to

wielki niepokój mojej Babci, która obawiala sie zaburzenia porzadku niebios

i konca swiata. Jak bede sie staral wykazac w tym artykule, obawy te nie byly

nierozsadne.

W latach 1889-1899 francuski matematyk, Remi Poincare, opublikowal wyniki

swoich badan nad mechanika nieba. Postawil on tak zwany problem trzech

cial, to jest trzech mas punktowych oddzialujacych grawitacyjnie w mysl zasad

klasycznej mechaniki Newtona. Jest to wiec minimalne uogólnienie problemu

dwóch cial, rozwiazanego przez KepIera i Newtona. Zagadnienie trzech cial

prowadzi do równania rózniczkowego w osiemnastowymiarowej przestrzeni

fazowej. Równanie to ma rozwiazanie jednoznaczne przy zadaniu warunków

poczatkowych. Poincare zauwazyl jednak, ze rozwiazanie to jest niemozliwe do

otrzymania nawet w przyblizeniu. Próba uzycia rachunku zaburzen doprowadzila

go do odkrycia, ze ciag przyblizen jest rozbiezny juz dla niewielkich czasów.
Nie ma tez nadziei na odgadniecie "wzoru" na rozwiazanie, bowiem Poincare

wykazal, iz rozwiazanie nie rozwija sie w szereg potegowy. Jedyna szansa

moze lezec w numerycznym rozwiazywaniu równania. Opcja ta jest bardziej

atrakcyjna dla nas, majacych do dyspozycji potezne komputery, niz byla dla

Poincarego. Blizsza analiza ukazuje jednak, ze takie numeryczne rozwiazania

moga byc bardzo dalekie od dokladnych.

Aby zrozumiec to zjawisko, przemyslmy dokladniej maly wycinek pracy

Poincarego, polegajacy na analizie zaburzen rozwiazan okresowych. Na przyklad

orbita Ziemi nie jest dokladnie okresowa, ale moga istniec orbity okresowe

zblizone do niej. Dla zrozumienia takich zaburzonych orbit Poincare przecial

wyjsciowa orbite okresowa w prostopadla do niej hiperplaszczyzna P. Ta

hiperplaszczyna moze przecinac orbite w w kilku punktach; wybierzmy jeden

z nich, O. Rozpatrzmy orbite bliska w, która z reguly nie jest juz okresowa,

i przecina P w punkcie X bliskim O. Po czasie bliskim okresowi w orbita

ta znów przetnie P w punkcie bliskim O, który oznaczamy przez H(X).

Otrzymujemy w ten sposób przeksztalcenie H z punktem stalym O. Badanie

kolejnych powrotów orbit do P sprowadza sie do iterowania H, tj. skladania go

z samym soba. Poincare zauwazyl, ze iteracje H moga prowadzic do niezwykle

skomplikowanych zachowan. W szczególnosci, mozna w dziedzinie H znalezc

obszar, który jest przez H scisniety w pewnych kierunkach, rozciagniety

w innych, zgiety i odwzorowany tak, ze jego obraz przecina wyjsciowy obszar.

Uproszczona ilustracja H na takiej poddziedzinie jest podkowa Smale'a pokazana

na rysunku.

Przeksztalcenie H jest tu obciete do kwadratu jednostkowego, który

jest odwzorowany w plaszczyne tak, iz górny pasek poziomy przechodzi

afinicznie na lewy pasek pionowy, dolny pasek poziomy zas na prawy pasek

pionowy. Zapiszmy wspólrzedne punktu X w ukladzie szóstkowym, jako

(0,VIV2···, 0,hlh2·· .). Jesli X jest taki, ze H(X) jest znów w kwadracie, to

hl równe jest 1 lub 4. Przeksztalcenie H jest okreslone tak, ze jesli hl = 1, to

H(X) = (0,lvlh2···, 0,h2h3·· .), gdy natomiast hl = 4, to
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O ile H(X) jest znów w kwadracie, to mozemy dalej stosowac H. Ta procedura

nazywa sie iterowaniem H i jest mozliwa tak dlugo, dopóki obrazy punktu

pozostaja w dziedzinie, tj. w kwadracie. Chcac przewidywac przyszlosc

punktu X pod dzialaniem kolejnych iteracji H, musimy znac kolejne cyfry hn·

Pomiar polozenia X z dokladnoscia do 10-20, co odpowiada skali molekularnej

w odniesieniu do odleglosci miedzy planetami, daje 26 cyfr szóstkowych

(20/ IOglO6). Aby przewidziec przyszlosc na tysiac iteracji, trzeba by znac X

z bledem nie przekraczajacym 10-700. Zakladajac znajomosc poczatkowego

polozenia X z dokladnoscia do 10-20, spróbujmy przewidziec, czy obrazy jego

pozostana w kwadracie przez 30 iteracji.
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(3) lim _lo_g_N_(k_),
k->oo log k

o ile istnieje, ma wiec interpretacje wymiaru zbioru. Zastosujmy te metode do

Byc moze nasza znajomosc pierwszych 26 cyfr wykaze, iz któras z nich jest

inna niz 1 lub 4. Wówczas mozemy odpowiedziec, ze nie. Jesli jednak taka

analiza wykaze, ze punkt pozostaje w kwadracie przez 26 iteracji, to prognoze

postawic mozemy tylko w terminach prawdopodobienstwa. Kazda z nastepnych

czterech cyfr jest 1 lub 4 z prawdopodobienstwem 1/3, a zatem punkt pozostanie

w kwadracie przez kolejne cztery iteracje z prawdopodobienstwem (1/3)4.
W ten sposób podkowa Smale'a, która z jednej strony jest prostym ukladem

deterministycznym, poza krótkimi czasami zachowuje sie w sposób losowy.

Deterministyczne wnioskowanie zaklada niemozliwa w praktyce idealna

znajomosc warunków poczatkowych, przy skonczonej zas, chocby ogromnej,

dokladnosci juz dla stosunkowo niewielkich czasów zachowanie ukladu daje sie

najlepiej opisac jako losowe. Uklady tego typu zwane sa chaotycznymi.

Powtórzmy jeszcze raz, ze problem trzech cial zawiera w sobie podkowy

Smale'a jako niewielkie wycinki. Wlasciwie zawiera ich nieliniowe i wyzej

wymiarowe wersje, co oczywiscie tylko powieksza chaotycznosc ukladu. Poza

tym, w rozwiazywaniu problemów mechaniki nieba niewielkie bledy wyplywaja

.~ nie tylko z ograniczonej dokladnosci ustalenia warunków poczatkowych, lecz

równiez z bledu arytmetyki komputera oraz zaniedbania efektów oddzialywan

sasiednich gwiazd, a nawet dzialan ludzkich w rodzaju tych, które niepokoily

Babcie· Czy moze istotnie dojsc do wielkiej katastrofy w rodzaju zderzenia

dwóch planet lub wyrzucenia jednej z nich poza Uklad Sloneczny? Dowód

oparty o mechanike nieba bylby bardzo trudny. W chwili obecnej matematycy

sklaniaja sie do pogladu, ze takich katastrof w dlugiej perspektywie czasowej

nalezy oczekiwac. Poglad przeciwny, stabilnosc Ukladu Slonecznego, glosilby,

ze cala nieprzewidywalnosc, o której mówilismy, odnosi sie tylko do ruchów

w ograniczonej skali i nie zaburza ogólnej struktury ukladu. Musialoby to

byc spowodowane przez jakis nieznany jeszcze mechanizm samoregulacyjny.

Teoria nie dostarcza rozstrzygajacego argumentu w zadna strone. Natomiast

orbit obliczonych na komputerach dotyczy krytyka Poincan§go sugerujaca,

iz sa one obarczone nie dajacym sie oszacowac bledem. Dokladniej, dla

stosunkowo krótkich czasów blad daje sie oszacowac, poniewaz komputer moze

wyznaczac wiazke rozwiazan, wsród których na pewno znajduje sie prawdziwe.

Tego typu obliczenia sugeruja, ze do wielkiej katastrofy nie dojdzie w ciagu

paru najblizszych milionów lat. Nieuchronnie jednak, i niezaleznie od mocy

komputera, przy przedluzaniu rozwiazania w przyszlosc wiazka taka w tempie

wykladniczym sie rozszerza i w koncu przestaje byc uzyteczna jako prognoza.

Przedyskutujmy na koniec geometryczne aspekty podkowy Smale'a. Rozwazmy

zbiór punktów A, które nigdy nie opuszcza podkowy. Zbiór ten sklada sie

z punktów, których wspólrzedna pionowa moze byc zapisana w ukladzie

szóstkowym przy uzyciu tylko cyfr 1 i 4. Geometrycznie jest to zbiór trudny
do przedstawienia, skladajacy sie z nieskonczenie wielu pionowych linii.

Pomimo iz linii tych jest nieskonczenie wiele, miedzy kazdymi dwiema jest caly

pasek rozlaczny z A. Nasuwa sie tu analogia ze znanym obrazem pierscieni

Saturna (zainteresowany Czytelnik moze zajrzec pod adres internetowy

http://ringmaster.arc.nasa.gov/saturn/voyager/voyager2.html).

Pierscienie te nie sa jednolite: skladaja sie z podpierscieni, miedzy którymi

sa przerwy. W miare rozwoju technik obserwacyjnych okazuje sie jednak, ze

nawet te podpierscienie, które wydawaly sie jednolite, maja przerwy, a zatem

ich struktura przypomina zbiór A. Próba ustalenia wymiaru A prowadzi do

ciekawego rezultatu. Jednym ze sposobów zdefiniowania wymiaru zbioru,

powiedzmy zawartego w kwadracie o boku a, jest dokonywanie podzialów

tego kwadratu na male kwadraty o boku a/k i ustalenie liczby N(k) tych

kwadratów, które przecinaja niepusto nasz zbiór. Jesli zbiór jest dwuwymiarowy,

N(k) powinno byc w stalej proporcji do k2. Jezeli jednak zbiór ten jest

jednowymiarowa krzywa, to oczekujemy, ze N(k) bedzie proporcjonalne do k.
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_ Zadania

ustalenia wymiaru zbioru A z podkowy Smale'a, przyjmujac k = 6j. Wówczas

N(k) = 2j6j = 12j. Wskazuje to na wymiar log 12j /log 6j = log 12/log 6 =
1+ log6 2. Nieco bardziej wyrafinowane rachunki wykazuja, ze granica (3)
faktycznie istnieje. Wymiar jest zawarty miedzy l a 2, co odpowiada temu,

ze zbiór A jest za maly jak na dwa wymiary, lecz za duzy na jeden. Zbiory

o wymiarze róznym od liczby calkowitej zwane sa fraktalami. Fraktale

maja czesto wlasnosc samopodobienstwa polegajaca na tym, ze ich wycinki

w dowolnie malych skalach po powiekszeniu sa podobne do calego zbioru. Ma

te wlasnosc zbiór A, w którym desen, skladajacy sie z linii i dziur, powtarza

sie we wszystkich skalach. Wspólczesny matematyk, Benoit Mandelbrot,

znajduje fraktale w wielu zjawiskach naturalnych i modelach matematycznych.

Wspomnialem, na przyklad, o analogii z pierscieniami Saturna. Wyjasnieniem

powszechnej obecnosci fraktali moze byc fakt, ze sa one generowane przez

chaotyczne uklady dynamiczne. Byc moze sa to spekulacje. Niewatpliwie

jednak popularyzacja fraktali przyczynila sie do lepszego zrozumienia teorii

ukladów dynamicznych przez naukowców z innych dziedzin, jak i przez szersze

kregi spoleczenstwa. Efektowne obrazy fraktali generowanych przez nieliniowe

chaotyczne uklady dynamiczne mozna znalezc w Internecie pod adresem

http://www.cnam.fr/fractals/mandell.html.

Redaguje Lukasz WIECHECKI

M 919. Wewnatrz trójkata równobocznego wybrano pewien punkt, a nastepnie

polaczono go z wierzcholkami trójkata oraz jego rzutami na boki trójkata

(rys. l). Wykazac, ze suma pól zacieniowanych trójkatów równa jest sumie pól

niezacieniowanych trójkatów.

Rozwiazanie na str. 2

M 920. Przez punkt wewnetrzny kwadratu poprowadzono proste równolegle do

jego boków i przekatnych (rys. 2). Wykazac, ze suma pól figur zacieniowanych

jest równa sumie pól figur niezacieniowanych.

Rozwiazanie na str. 6

M 921. W trapezie równoramiennym poprowadzono przekatne oraz wysokosci

z wierzcholków górnej podstawy (mniejszej, rys. 3). Wykazac, ze suma pól

trójkatów szarych jest równa polu pieciokata kolorowego.

Rozwiazanie na str. 7

Rys. l

Redaguje Ewa CZUCHRY

Rys. 2 Rys. 3

2

Rys. 4

F 525. Promien krzywizny wypuklej powierzchni soczewki wynosi 100 cm,

a wkleslej 20 cm. Czy jest to soczewka skupiajaca czy rozpraszajaca?

Wspólczynnik zalamania materialu soczewki wynosi 1,6.

Rozwiazanie na str. 8

F 526. Z plytki szklanej plasko-równoleglej wykonano trzy soczewki (rys. 4).

Okazalo sie, ze ogniskowa soczewek l i 2, scisle do siebie przylegajacych, jest

równa F, a soczewek 2 i 3 - f. Zakladajac, ze soczewki sa cienkie, znalezc

ogniskowa kazdej z nich.

Rozwiazanie na str. 16
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