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Termin nadsylania rozwiazan:
30 XI 2000

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydzialu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Skrót regulaminu
Kazdy moze nadsylac rozwiazania zadan z numeru n w terminie do konca miesiaca n + 2. Szkice

rozwiazan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylac rozwiazania czterech, trzech, dwóch

lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robic co miesiac lub z dowolnymi

przerwami. Rozwiazania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesylac w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali od O

do 1 z dokladnoscia do 0,1. Ocene mnozymy przez wspólczynnik trudnosci danego zadania:

WT = 4 - 3S/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwiazania tego zadania, a N - liczbe osób,

które nadeslaly rozwiazanie chocby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M
lub F) - i tyle punktów otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktów, w dowolnym czasie

i w którejkolwiek z dwóch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka
punktów jest zaliczana do ponownego udzialu. Trzykrotne czlonkostwo - to tytul Weterana.
Szczególowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2000.

Czolówka ligi zadaniowej
Klub 44 F

po uwzglednieniu ocen rozwiazan

zadan 292 (WT=3,46) i 293 (WT=2,20)

z numeru 2/2000

Czolówka ligi zadaniowej
Klub 44 M

po uwzglednieniu ocen rozwiazan

zadan 393 (WT=3,13) i 394 (WT=I,29)

z numeru 1/2000
Jaroslaw Lazuka - Warszawa 45,48
Tomasz Wietecha - Tarnów 43,60

Rafal Pikula - Wroclaw 42,57
Jerzy Witkowski - Radlin 40,12

Michal Adamaszek - Kety 40,06
Marcin Peczarski ~ Warszawa 37,87

Andrzej J6zwik - Kielce 37,72

Jaroslaw Lazuka

Andrzej Nowogrodzki
Aleksander Surma

Marek Wójcicki

Grzegorz Milos
Tomasz Rudny

- Warszawa
- Chocianów

- Myszk6w
- Szczecin

- Mielec
- Warszawa

34,93

32,24
31,76
28,23

24,40
22,18

Zadania z fizyki nr 302, 303

Redaguje Jerzy B. BROJAN

302. Przewodzaca kula o promieniu r sklada sie z dwóch zetknietych pólkul. Jaka jest

wartosc sily odpychajacej te pólkule, jesli ladunek calej kuli wynosi Q?

303. Dwa jednakowe naczynia o sciankach nie przewodzacych ciepla sa polaczone

rurka z zaworem (kranikiem). Poczatkowo w jednym naczyniu znajdowal sie gaz

pod cisnieniem p i w temperaturze T, a w drugim naczyniu byla próznia. Otwarto

zawór, tak ze cisnienia sie wyrównaly. Jaka bedzie wtedy wartosc cisnienia p'

oraz temperatur TI i T2 w naczyniach? Gaz jest doskonaly, a stosunek jego ciepel

wlasciwych wynosi/, = cp/cv.

Rozwiazania zadan z fizyki z numeru 5/2000

Przypominamy tresc zadan:

298. Na poziomym stole lezy jednorodny pret o ciezarze P, przy czym sila jego nacisku na stól

jest równo rozlozona (dla kazdego jednostkowego odcinka preta jest jednakowa). Jesli wspólczynnik

tarcia preta o stól wynosi f, to jaka sila trzeba dzialac na koniec preta w kierunku poziomym
i prostopadlym do preta, aby ruszyc go z miejsca?

Pan Lazuka konczy druga
czterdziestoczteropunktowa runde.
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299. Walcowa plytka szklana moze miec wlasciwosci soczewki, jesli wspólczynnik zalamania szkla

jest rózny w róznych punktach plytki. Przyjmijmy, ze wspólczynnik ten zalezy od odleglosci od

osi optycznej r wedlug wzoru ner) = no + a.r(3 (a nie zmienia sie przy przesunieciach wzdluz osi).

Jakie warunki musza spelniac parametry w podanym wzorze, aby plytka o grubosci d byla soczewka

o ogniskowej f? Zakladamy, ze ogniskowa jest znacznie dluzsza zarówno od grubosci, jak i od
srednicy plytki.

298. Ewentualny ruch preta bedzie jego obrotem wokól osi O lezacej w nieznanej

odleglosci x od punktu przylozenia sily (pomijamy dowód, ze os ta przechodzi przez

prosta, na której lezy pret). Sily tarcia statycznego sa zatem skierowane zgodnie

z rysunkiem 1 (gdzie F - szukana sila zewnetrzna, l - dlugosc preta). W stanie

równowagi ich calkowity moment wzgledem górnego konca preta jest równy zeru, tzn.
l

f sds = f sds.
o x

Stad x = l/ V2, zatem laczna sila tarcia skierowana w prawo jest równa F~= P J / V2,

w lewo - F~ = PJ(1- 1/V2), a szukana sila F wynosi F = F~- F~ = Pfe V2 - 1).

299. Warunek skupiania sie wiazki promieni w ognisku jest równowazny temu, ze czas

przejscia kazdego promienia od odleglego zródla przez soczewke do ogniska jest

jednakowy (szczególnie latwo sie o tym przekonac rozpatrujac kolejne powierzchnie

falowe). Poniewaz w osrodku o wspólczynniku zalamania n czas przejscia jest

proporcjonalny do iloczynu drogi przez n, wiec - pomijajac pionowe przesuniecie

promienia w plytce - otrzymujemy wzór (zob. rys. 2)

n(r)d + J J2 + r2 = const.

Biorac pod uwage zalozenie o dlugiej ogniskowej J, przyblizamy pierwiastek

wyrazeniem J + r2/2f. Po podstawieniu wzoru na ner) nietrudno stwierdzic,

ze parametr no nie ma znaczenia, parametr (3 ma wartosc 2, a parametr a równa sie

-1/(2Jd).
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Termin nadsylania rozwiazan:
30 XI 2000

Zadania z matematyki nr 405, 406

Redaguje Marcin E. KUCZMA

405. Przez srodek I okregu wpisanego w nierównoramienny trójkat ostrokatny

ABC poprowadzono okregi kA, kB, kc: okrag kA jest mniejszym z dwóch okregów

przechodzacych przez I, stycznych do prostych AB i AC; okregi kB i kc sa okreslone

analogicznie. Okregi kB i kc przecinaja sie w punktach I, P; okregi kc i kA przecinaja

sie w punktach I, Q; okregi kA i kB przecinaja sie w punktach I, R. Dowiesc, ze srodki

okregów opisanych na trójkatach AlP, BIQ, CIR sa wspólliniowe.

406. Czy istnieje rosnacy ciag liczb pierwszych Pl, P2, P3, ... , w którym kazdy wyraz

(poczawszy od drugiego) jest nie mniejszy od sredniej arytmetycznej dwóch wyrazów

z nim sasiadujacych?

Zadanie 406 zaproponowal pan Witold Bednarek z Lodzi.

Rozwiazania zadan z matematyki z numeru 5/2000

Przypominamy tresc zadan:

401. \Yyznaczyc wszystkie pary liczb calkowitych a > 1. 11 > l o tej

wlasnosci Z<, kazdy dzielnik pierwszy li<:zby a H_l jest dzielnikielll

liczby a-L

402. Dwusieczna kata DAB równolegloboku ABCD przecina proste

BC i CD odpowiednio w punktach K i L. Wykazac. ze srodek

okregu opisanego na trójkacie C K L lezy na okregu opisanym na

trójkacie BCD.

401. Niech (a, n) bedzie para liczb calkowitych o wymaganych

wlasnosciach i niech p bedzie dowolnym dzielnikiem pierwszym

liczby n. Przyjmijmy, ze pk lin (napis ten oznacza, ze n dzieli sie

dokladnie przez p w potedze k; to znaczy, dzieli sie przez pk, ale

nie przez pk+1). Mamy równosc

(1)
k

aP - 1 = (a - 1) . A, gdzie A = apk -1 + ... + a + 1.

Wykazemy, ze k = 1. Przypuscmy, ze k 2: 2, a wiec 41n. Kazdy

dzielnik pierwszy liczby a2 + 1 jest takze dzielnikiem liczby

a4 - 1, wiec i liczby an - 1, wiec i liczby a-l (warunek

zadania), wiec i liczby a2 - 1. Wniosek: liczba a2 + 1 nie ma

dzielników pierwszych wiekszych od 2; jest wiec potega dwójki.

Mamy sprzecznosc, bo a > 1 jest liczba nieparzysta i wobec tego

a2 + 1 == 2 (mod 4).

Wezmy dowolny dzielnik pierwszy p' liczby A. Jest to takze

dzielnik liczby apk - 1, wiec i liczby an - 1, wiec i liczby a-l

(warunek zadania). Zatem a == 1 (mod p'), skad

O == A == 1 + ... + 1 + 1 == pk (mod p'),

czyli p' = p. To dowodzi, ze A jest potega liczby p oraz ze liczba

a-l dzieli sie przez p. Okreslamy wykladnik m 2: 1 przez

warunek: pmlja - 1.

To dowodzi, ze istotnie k = 1; stad n = 2. Liczba A we

wzorze (1) jest równa a + 1. Jak wykazalismy chwile wczesniej,

jest to potega dwójki.

Dostajemy odpowiedz: tylko para postaci n = 2, a = 25 - 1

(s - liczba calkowita; s > 1) moze miec wlasnosc, o która chodzi

w zadaniu. Na odwrót, latwo sie przekonac, ze kazda taka para

ma owa wlasnosc.

Przypuscmy, ze p jest liczba pierwsza nieparzysta. Wykazemy, ze
wówczas

Dla r = O jest to prawda. Ustalmy r 2: O i zalózmy indukcyjnie,
ze

zatem, ostatecznie, ILBODI = ILBGDI. Stad wynika, ze punkt

O lezy na okregu wyznaczonym przez punkty B, G, D.

D

B

A

402. Oznaczmy przez O srodek okregu opisanego na trójkacie

GKL, przez M - srodek boku GK tego trójkata, a przez E

punkt prostej AD wyznaczajacy prosta GEIIAK. Trójkat KOG

jest równoramienny (lOKI = lOGI). Zatem

ILOKGI = 90° -ILMOKI = 90° -ILMOGI =

= 90° -ILGLKI = ILOGLI.

Jesli IABI 2: IADI, to ILOKBj = ILOKGI, ILOGDI = ILOGLI·

Jesli zas lABI::; IADI (jak na rysunku),

to ILOKBI = 180° -ILOKGI, ILOGDI = 180° -ILOGLI.

W kazdym przypadku z uzyskanej równosci ILOKGI = ILOGLI

wynika równosc ILOKBI = ILOGDI.

Trójkat ABK przystaje do trójkata EDG; tak wiec IKBI=IGDI.

Ponadto lOKI = lOGI. Wobec tego trójkat OKB przystaje do

trójkata OGD, i w efekcie ILBOKI = ILDOGI. Z tej równosci

z kolei wynika równosc ILBODj = ILKOGl. Skoro wreszcie

ILKOGI = 2 ·ILMOGI = 2 ·ILGLKI = ILBGDI,

(r=0,1,2, ... ).(2)

p .

apr+1 - 1 = (upm+r + 1r - 1 = L G) (upm+r r =
j=l

p .

=p.upm+r+p. P;l .u2p2m+2r+ L(~)(upm+rr =
j=3

Sprzecznosc jest rezultatem przypuszczenia, ze p jest liczba

pierwsza nieparzysta. Zatem p = 2. A poniewaz p jest dowolnie

wybranym dzielnikiem pierwszym liczby n, wynika stad, ze'

n = 2k. Liczba A jest wiec potega dwójki (choc niekoniecznie

o wykladniku kl.

apr _ 1 = upm+r (u - liczba niepodzielna przez p).

W takim razie

= upm+r+1 + (skladniki podzielne przez p2m+2r+1).

Ta liczba dzieli sie dokladnie przez pm+r+1; mamy teze

indukcyjna·

W udowodnionej wlasnosci (2) przyjmijmy r = k; zgodnie

ze wzorem (1) otrzymujemy zaleznosc pm+kll(a - 1). A.

Skoro zas pmlla - 1, dostajemy wniosek, ze pkllA. Wczesniej

stwierdzilismy, ze A jest potega liczby p. To by znaczylo,

ze A = pk. Taka równosc nie jest jednak mozliwa, bowiem

apk _ 1 > pk (a - 1) (nierównosc Bernoulliego).
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