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"Rzeczywista" metoda Newtona.

Tym razem w jest wielomianem
o wspólczynnikach rzeczywistych,

a z. jest jednokrotnym pierwiastkiem

tego wielomianu. Wybieramy punkt
startowy zo° Okreslamy ciag Zn:

W(Zn) ., .
Zn+l = Zn - ---o Inaczej mOWlac:

w'(zn)
w punkcie Zn rysujemy styczna do

wykresu, Zn+l jest punktem przeciecia
tej stycznej z osia X. Jesli tylko
punkt startowy Zo jest dostatecznie

blisko z., to ciag Zn na pewno jest
zbiezny do z. i to bardzo szybko. Niech

w(z)

gez) = z - w'(z)· Wtedy Zn+l = g(zn).

Zauwazmy, ze g(z.) = z. i g'(z.) = O.

Metoda Newtona polega wiec na

iterowaniu (skladaniu) funkcji g. Jesli

w jest wielomianem, to g jest funkcja

wymierna· Metoda Newtona stosuje sie
oczywiscie nie tylko do wielomianów!

Rozwazmy wielomian p(z) = Z2 + 1. Oczywiscie, nie istnieje taka liczba

rzeczywista z, ze p(z) = O. Ale w liczbach zespolonych to równanie ma dwa

rozwiazania. Sa to: i oraz -i. Przewaga liczb zespolonych nad rzeczywistymi
polega na tym, ze kazdy wielomian

w(z) = anzn + an_IZn-1 + ... + alz + ao

(wspólczynniki ai moga byc zespolone) ma dokladnie n pierwiastków

zespolonych (liczac z krotnosciami) - zob. str. 8.

Wezmy wielomian w(z) stopnia n i zalózmy (dla uproszczenia), ze ma dokladnie

n róznych pierwiastków. Mozna teraz próbowac znalezc pierwiastki wielomianu

za pomoca jakiejs znanej metody iteracyjnej. Z praktyki "rzeczywistej" znamy

metode stycznych Newtona (rysunek).

Spróbujmy przeniesc ja na "grunt zespolony".

Wzór iteracji juz mamy; trzeba znowu wziac punkt startowy Zo i wyliczac

kolejne Zn wedlug wzoru

w(zn)

Zn+l = Zn - --( -) .w' Zn

Trzeba tylko umiec wykonywac cztery dzialania na liczbach zespolonych

i powiedziec, czym jest pochodna w' (w sensie zespolonym) naszego wielomianu.

Czytelnik zgodzi sie na pewno, ze jesli tylko istnieje (a istnieje) dobrze

zdefiniowany sposób rózniczkowania w sensie zespolonym (patrz str. 10), to
pochodna naszego wielomianu powinien byc wielomian

'( ) n-l ( 1) n-l .W Z =nanz + n- an-Iz + ... +al.

Okazuje sie, ze (tak jak w metodzie "rzeczywistej") jesli punkt startowy Zo

jest dostatecznie blisko (na plaszczyznie) pierwiastka wielomianu Z., to ciag

punktów plaszczyzny (czyli liczb zespolonych) Zn zbliza sie do z •. A jesli nie jest
dostatecznie blisko?

Powiemy, ze metoda Newtona dziala w punkcie startowym Zo, jesli ciag

Zo, Zl,···, Zn"" okreslony powyzej, jest zbiezny do któregos pierwiastka naszego
wielomianu.

Dla kazdego wielomianu jest wiele punktów, w których metoda Newtona

na pewno nie dziala. Pouczajacy przyklad: w(z) = z2 + 1, co bedzie, jesli

wybierzemy Zo E lR? Poza tym zdarza sie, ze otrzymujemy we wzorze klopotliwe

dzielenie przez zero, wtedy metoda tez "nie dziala".

Mozemy teraz spytac, jak w takim razie dla ustalonego wielomianu w wyglada

podzial calej plaszczyzny na n + 1 czesci: do pierwszej zaliczymy te punkty

startowe, dla których metoda Newtona nie dziala; kazda z pozostalych n czesci

sklada sie z punktów startowych dajacych w granicy jeden z n pierwiastków

naszego wielomianu w.

Pozostawie dociekliwemu Czytelnikowi odgadniecie, jak wyglada ten podzial

np. dla wielomianu z2 + 1. Prawdziwy galimatias zaczyna sie i tak dopiero

od n = 3. A fraktale? Prosze spojrzec na tylna strone okladki (rysunki na nia

przygotowal Krzysztof Baranski).

V L. Carnot byl nieufny wobec "hieroglifów analizy".

Jako przyklad niebezpieczenstw plynacych z ich uzycia

podawal taki "zespolony" rachunek: -a = v=av=a =
N=a.

V Holomorficznej funkcji f = u + iv odpowiada

pole wektorowe [u, -v] opisujace pozbawiony wirów

przeplyw niescisliwej cieczy.
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V Jak pisze Laurence Young, jeszcze w 1820 roku

studenci inzynierii w Paryzu wzniecili bunt przeciwko

liczbom zespolonym twierdzac, ze sa one zupelnie

bezuzyteczne, a ponadto w ogóle nie istnieja. Nie

dziwi zatem fakt, ze trzy wieki wczesniej pionier ich

uzycia - Cardano - zostal uwieziony pod zarzutem

uprawiania czarnej magii ...


