
czastek dobiegajacych do powierzchni r = 2M. Stozki

we wspólrzednych Kruskala-Szekeresa sa zawsze

zbudowane z tworzacych nachylonych pod katem 45°
do osi ukladu.

Jestesmy juz gotowi do opisania losów kota pod

horyzontem. Kot, jako obiekt masywny, porusza sie

zawsze po krzywej czasowej, czyli jego czteropredkosc

zawsze znajduje sie wewnatrz stozka swietlnego. Na

diagramie Kruskala oznacza to, ze jego czteropredkosc

jest zawsze skierowana "w góre" , w kierunku

rosnacego u, a malejacego r. Wobec tego spotkanie

kota z osobliwoscia w r = Ojest nieuniknione.

Zasada Lagrange'a a geometria

Ewa GORA, Aleksiej TRETIAKOW i Henryk ZOLADEK

1. Zasada Lagrange'a

Chyba kazdy z nas zetknal sie z interesujacymi

problemami polegajacymi na znalezieniu ekstremum

pewnej funkcji (na okreslonym zbiorze), na przyklad

takimi jak nizej przedstawione:

PRZYKLAD 1. Znalezc na plaszczyznie trójkat

o danym polu P, którego obwód bylby najmniejszy.

PRZYKLAD 2. W dany trójkat wpisac taki trójkat,

aby jego obwód byl minimalny.

PRZYKLAD 3. Mamy dany trójkat ABC. Znalezc

punkt, którego suma odleglosci od wierzcholków jest

najmniejsza.

Rozwiazanie tych problemów metodami

geometrycznymi nie zawsze jest elementarne.

W niniejszym tekscie chcemy przedstawic uniwersalny

sposób rozwiazania nastepujacego problemu

geometrycznego na ekstremum:

Dla danego trójkata ABC i danej liczby naturalnej

n = 2,3, ... znalezc punkt, dla którego suma

IXlln + IX21n + IX31n poteg odleglosci od boków jest

na]mme]sza.

Do rozwiazania tego problemu proponujemy

klasyczny sposób Lagrange'a. W XVIII w. Lagrange

wykoncypowal nastepujaca ogólna metode

rozwiazywania zagadnien optymalizacji. Przypuscmy,

ze mamy znalezc ekstremum funkcji cp(x) okreslonej

na zbiorze X C lRn, danym pewnymi równaniami

i nierównosciami: fi (x) = Olub fi (x) ~ O (gdzie funkcje

li sa rózniczkowalne ).

Jezeli punkt ekstremalny x* lezy we wnetrzu

obszaru X (który ma niepuste wnetrze), to warunkiem

koniecznym jest

(1) cp'(x*) = O,
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tzn. ~cp (x*) = ... = ~cp (x*) = O.UXl UXn

Natomiast jesli punkt x* nie nalezy do wnetrza

obszaru X, tylko lezy na jego brzegu, wówczas

powyzsze twierdzenie nie ma sensu. Mamy do

czynienia z ekstremum warunkowym: szukamy

mincp(x) przy warunkach fI(x) = ... = fm(x) = O.

Korzystamy wtedy z zasady Lagrange'a.

Zasada Lagrange'a mówi, ze w tym przypadku

warunkiem koniecznym ekstremum w x* jest
m

(2) cp'(x*) = LAdI(x*),
i=l

gdzie Ai sa tzw. mnoznikami Lagrange'a. Mamy

tutaj n + m danych równan (n równan na pochodne

czastkowe w (2) i m równan Ji(x) = O) na n + m

szukanych xi, ... , x~ i Al,.··, Am·

Przy rozwiazywaniu konkretnego problemu poszukuje

sie ekstremów we wnetrzu X i we wszystkich

gladkich kawalkach brzegu, a nastepnie porównuje sie

otrzymane wartosci funkcji cp (patrz [1]).

2. Pewne zagadnienie geometryczne

Dla danego trójkata ABC znalezc punkt, którego

suma kwadratów odleglosci od boków trójkata jest

na]mme]sza.

Rozwiazemy to zadanie, poslugujac sie powyzsza

zasada Lagrange'a, a nastepnie zinterpretujemy

rozwiazanie w terminach tzw. symedian.

W naszym przypadku funkcja cp(x) bedzie

(3) cp(x) = x~ + x~ + x~,

gdzie Xl, X2, x3 sa odleglosciami punktu P od boków

BC, AC, AB (rys. 1). Zakladamy jeszcze, ze Xi ~ O,

jesli Xi lezy w tej samej pólplaszczyznie co i sam

trójkat, w przeciwnym przypadku bedzie Xi :::; O.



Oznaczmy jeszcze przez a, b, c odpowiednie dlugosci

boków trójkata. Pole trójkata BPC wynosi ~axI'

pole trójkata ACP wynosi ~bX2 i pole trójkata ABP

wynosi ~CX3' Poniewaz w sumie daja pole calego
trójkata S, to mamy dokladnie jedno ograniczenie na

x = (Xl, X2, X3)

1 1 1
(4) f(x) = -2axI + -bX2 + -CX3 - S = Q.2 2

C

A B

Punkt P jest wyznaczony jako wspólny punkt

przeciecia sie prostych lA, lB i le wychodzacych

z odpowiednich wierzcholków. Latwo wykazac, ze te

proste przecinaja sie w jednym punkcie. Istotnie, jesli

dla punktu przeciecia sie prostych le i lA zachodza

pierwsze dwie równosci w (6), to równiez i trzecia

równosc jest prawdziwa.

Wydaje sie, ze proste lA, lB, le powinny byc

nam skads znane. Przypomnijmy sobie, jakie

naturalne proste stowarzyszone z trójkatem

przecinaja sie w jednym punkcie. Sa to: dwusieczne

katów wewnetrznych, srodkowe boków, wysokosci

i symetralne boków. Okazuje sie, ze lA, lB, le nie sa

zadnymi z powyzszych. Sa to tzw. symediany.

Symediana trójkata nazywamy odbicie srodkowej

wzgledem dwusiecznej kata przy wierzcholku, przez

który przechodzi srodkowa (rys. 4).

Rys. 2

srodkowa

dwusieczna

symediana

A

Rys. 4

(8)

Aby wykazac, ze nasza prosta le jest symediana,

skorzystamy z nastepujacej równosci

IBDI a2

IADI - b2'

gdzie D jest punktem przeciecia prostej AB

z symediana (rys. 4). Wzór (8) mozna znalezc

w ksiazce [3] (mozna takze wyprowadzic go samemu).

YI a

Y2 b

Udowodnilismy zatem bardzo interesujaca wlasnosc:

Punkt przeciecia sie symedian trójkata jest punktem,

dla którego suma kwadratów odleglosci od boków jest

najmniejsza.

C

Yl = blBDI

Y2 aIAD\'

co na mocy (8) daje

Stad mamy

Niech Yl, Y2 beda odleglosciami punktu D od prostych

C B i C A oraz niech h oznacza wysokosc punktu C

nad podstawa AB. Liczac na dwa sposoby pole

trójkata BCD, dostajemy
1 1
-aYl = -IBDlh.
2 2

Przeprowadzajac analogiczny rachunek dla

trójkata ACD, otrzymamy
1 1
-bY2 = -IADlh.
2 2

C

C

b

,
C

b

a

a

b
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YI

Y2

a

b'

A

Rys. 3

(7)

(6)

(5)

Zgodnie z zasada Lagrange'a mamy uklad równan

rp/(x) = Af'(X), tzn.
1 1 1

2XI = -Aa, 2X2 = -Ab, 2X3 = -AC,
2 2 2

1 1 1
-axI + -bX2 + -CX3 = S.
2 2 2

Pierwsze trzy równania w (5) daja

Pierwsza równosc w (6) mówi, ze punkt minimalny

lezy na prostej le przechodzacej przez wierzcholek C

i przecinajacej bok AB tak, ze odleglosci YI, Y2 jej

punktów od prostych CB i CA (rys. 3) spelniaja
zaleznosc

A

Rys. l

Funkcje (3) i ograniczenie (4) sa dobre równiez wtedy,

gdy punkt P lezy poza trójkatem ABC (rys. 2).
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3. Minimalizacja sumy n-tych
poteg odleglosci
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lixlin = \!Ixlln + IX21n + IX3In,

Ilxlloo = max(lxll, IX21,IX31)·

Wiadomo, ze lixlin -+ Ilxlloo (patrz [2]). Punkty x(n)

realizuja minimum II . lin' Zatem punkt x(oo) realizuje

minimum II . 1100,czyli

X(n) = (X(n) X(n) x(n)) punktów minimum funkcJ'il , 2 , 3

<Pn(x) dazy przy n -+ 00 do punktu x(oo), dla którego

xioo) = x~oo) = x~oo); tzn. x(oo) jest srodkiem okregu

wpisanego w trójkat.

Mozna inaczej dowiesc zbieznosci ciagu x(n),

wykorzystujac metody analizy funkcjonalnej.

W przestrzeni wektorowej JR3wprowadzamy normy

min(max(lxll, IX21,IX31)),

Stad juz latwo otrzymac, ze Ixioo) I = Ix~oo)I = Ix~oo) I.
,

C

a

Mamy teraz przypadek, gdy funkcja <p jest postaci

(9) <Pn(x) = IXlln + IX21n+ IX31n

i jedynym ograniczeniem jest warunek

l l l
f(x) = -axl + -bX2 + -CX3 - S = O.

2 2 2

Wówczas zgodnie z zasada Lagrange'a mamy

n-l l \
nXl = "2/\a,

(10) nx~-l = ~Ab,
2

n-l l
nX3 = -AC,2

skad otrzymujemy

(Xl \ n-lX') )

a

b'

a co po przeksztalceniu daje nam

Xl (a)l/(n-l) Xl (a)l/(n-l)
(11) - = - , - = - .

X2 b X3 C

Jesli teraz zalozymy, ze n -+ 00, to prawe strony

równosci w (11) daza do 1. To sugeruje, ze ciag

_ Zadania
Redaguje Lukasz WIECHECKI

M 934. Srednice AB i CD okregu o promieniu R przecinaja sie pod katem a.

Punkt M lezy na okregu, a punkty P i Q sa rzutami prostopadlymi punktu M

na srednice AIJ i CD. Udowodnic, ze dlugosc odcinka PQ nie zalezy od wyboru

punktu M. Znalezc dlugosc PQ.

Rozwiazanie na str. 11

M 935. Na bokach AB, BC, CD, DA prostokata ABCD wybrano punkty

K, L, M, N odpowiednio, rózne od wierzcholków prostokata. Wiadomo, ze

K L II M N i KM -.l LN. Dowiesc, ze punkt S przeciecia odcinków KM i LN

lezy na przekatnej B D prostokata.

Rozwiazanie na str. 11

M 936. Punkt D jest srodkiem okregu opisanego na takim trójkacie

ostrokatnym ABC, ze okrag przechodzacy przez punkty A, B, D przecina

odcinki AC i BC w punktach M i N (oprócz A i B). Udowodnic, ze okregi

opisane na trójkatach ABD i M NC maja równe promienie.

Rozwiazanie na str. 12

Redaguje Ewa CZUCHRY

F 535. Na wysokosci 5 m jest zawieszona zarówka o natezeniu 200 cd.

Najwieksze oswietlenie jest pod zarówka i zmniejsza sie równomiernie we

wszystkich kierunkach. Ile wynosi pole obszaru, wewnatrz którego oswietlenie

jest nie mniejsze od lix?

Rozwiazanie na str. 16

F 536. Dwa plaskie zwierciadla tworza kat dwuscienny a. Na zwierciadla

te pada promien w plaszczyznie do nich prostopadlej i odbija sie od obu.

Wyznaczyc kat, o jaki odchyli sie promien po odbiciu.

Rozwiazanie na str. 16
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