
Warto wiedziec, ze geometria

riemannowska powstala ponad pól wieku

wczesniej niz teoria wzglednosci.

Podstawowe pojecia klasycznej geometrii

maja sens w geometrii riemannowskiej,

choc czasem wystepuja pod inna nazwa.
Na przyklad odpowiednikiem prostych

Euklidesa sa linie geodezyjne, czyli linie,
po których w malych kawalkach najkrócej

idzie sie z jednego punktu do drugiego.

Wedlug klasycznego modelu atom

wodoru, którego rozmiar jest
rzedu 10-10 m, sklada sie z 10 tysiecy

razy mniejszego jadra oraz jednego

malenkiego elektronu. Poniewaz
jadro ma ladunek dodatni, a elektron

ujemny, to ich wzajemne przyciaganie
powinna równowazyc jakas sila,

chroniaca atom przed zapascia. Jednakze

przypuszczenie, ze (szybki) ruch obiegowy
elektronu chroni go przed upadkiem na

jadro, prowadzi do sprzecznosci

z prawami fizyki. Wiemy bowiem,

ze ladunek elektryczny poruszajacy sie

w przestrzeni ruchem krzywoliniowym

emituje promieniowanie, przez co traci

czesc swojej energii. W konsekwencji,

elektron powinien spasc na jadro po

mniej wiecej 10-11 s, co oczywiscie nie

ma miejsca.

Fakt, ze energia elektronu przyjmuje

tylko niektóre, dyskretne wartosci - choc
z punktu widzenia klasycznej mechaniki,

energia elektronu powinna w pewnym

zakresie zmieniac sie w sposób ciagly
w zaleznosci od ciaglej zmiany odleglosci

elektron-jadro - mozna zaobserwowac,

gdy przez szklana rurke napelniona

wodorem przepuscimy swiatlo, które
nastepnie przepuscimy przez pryzmat.
Na ekranie umieszczonym za pryzmatem

ujrzymy charakterystyczny uklad
linii - widmo atomu wodoru. Jest to

jego unikalny "podpis chemiczny";
kazdy pierwiastek chemiczny ma swój

indywidualny uklad takich linii.
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Tematem jednej z ostatnich Szkól Matematyki Pogladowej (Grzegorzewice,

styczen 2000) bylo pytanie: Skad to sie wzielo? Naszym zdaniem matematyka

wziela sie ze zmagan z rzeczywistoscia pozamatematyczna. Spróbujemy te teze

zilustrowac na przykladzie bardzo starej i pogladowej dyscypliny matematyki,

jaka jest geometria.

Ludzi od niepamietnych czasów fascynuje przestrzen. Juz Starozytni dostrzegli,

ze panuje w niej lad, który da sie sprowadzic do niewielkiej liczby niemal

oczywistych zasad. W Elementach Euklides formuluje te najprostsze zasady,

a nastepnie wywodzi z nich praktycznie cala ówczesna wiedze na temat

geometrii przestrzeni, w której zyje.

Przez ponad dwa tysiaclecia pochodzacy od Euklidesa opis przestrzeni byl

calkowicie zadowalajacy. Dopiero na poczatku XX wieku sformulowana przez

Einsteina ogólna teoria wzglednosci doprowadzila do radykalnej zmiany

w pojmowaniu przestrzeni fizycznej w skali kosmicznej, a w konsekwencji - do

rewolucji w geometrii. Nowa geometria musiala sobie poradzic z nowymi faktami

fizycznymi: otaczajaca nas przestrzen nie jest sztywna i wszedzie jednakowa, lecz

"ugina sie" pod ciezarem pojawiajacych sie w niej gdzieniegdzie wielkich mas,

a w dodatku bez przerwy rozciaga sie jak powierzchnia nadmuchiwanego balonu.

Adekwatnym jej modelem staje sie zatem obiekt, którego tylko male kawalki

wygladaja jak przestrzen Euklidesa 1R3. Jest on "pozszywany" z euklidesowych

map, na których mamy wspólrzedne i gdzie mozemy uprawiac klasyczna

geometrie i mechanike: badac tory pocisków, wyznaczac ich predkosci itd.

Gladkosc zszycia gwarantuje, ze nie wystapi sprzecznosc, gdy pocisk przeleci

z jednej mapy do drugiej. Tak okreslona geometria nazywana jest od nazwiska

jej twórcy, Bernharda Riemanna, geometria riemannowska.

Od polowy lat osiemdziesiatych XX wieku zachodzi w geometrii kolejna

rewolucja: miejsce klasycznej juz geometrii riemannowskiej zaczyna zajmowac

tzw. geometria nieprzemienna.

Zródlo tej nowej geometrii jest tej samej natury co zródlo geometrii

riemannowskiej. Podczas gdy geometria riemannowska powstala z korekty

naiwnego przypuszczenia, ze przestrzen w skali kosmicznej jest dokladnie taka,

jak w zakresie odleglosci znanych z naszego codziennego zycia, tak geometria

nieprzemienna rodzi sie z obserwacji mikroswiata. Okazuje sie bowiem,

ze zgodny z geometria Euklidesa poglad, iz naj1lllliejsza, graniczna figura jest

bezwymiarowy punkt, kazdy zas obiekt fizyczny, chocby najmniejszy, jest bryla,

nie wytrzymuje konfrontacji z doswiadczeniem!

Planetarny model atomu wodoru, w którym elektron krazy wokól jadra niczym

Ziemia wokól Slonca, prowadzil do sprzecznosci obserwacji z prawami klasycznej

fizyki, które przewidywaly niemal natychmiastowy upadek elektronu na jadro.

Ponadto, wbrew klasycznym przewidywaniom, atom wodoru nie emituje swiatla

o dowolnych, lecz tylko o scisle okreslonych czestotliwosciach. Czestotliwosci te

okresla wzór Rydberga

(*) v = (~ - ~) Rm2 n2

dla pewnych liczb naturalnych n, m i pewnej stalej R. Z tego potwierdzonego

obserwacjami wzoru wynika, ze tylko niektóre pary czestotliwosci mozna dodac,

by otrzymac czestotliwosc tez wystepujaca w widmie - jest to tzw. regula

kombinacji. Tymczasem wg klasycznej teorii kazde dwie czestotliwosci po

dodaniu powinny dac trzecia ...

Heisenberg byl pierwszym uczonym, który zauwazyl, ze tajemnicza regula

kombinacji zachowuje sie jak pewna algebra nieprzemienna. Rozwazmy bowiem

czestotliwosci postaci Vi = R/i2, gdzie i przebiega pewien skonczony zbiór
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liczb l. Czestotliwosci wystepujace we wzorze (*) sa postaci Vij = Vi - Vj,

tj. mozna je poindeksowac zbiorem ~ = {(i, j) : i, j E I}. Czestotliwosci Vi;' Vkl

mozna dodac tylko wtedy, gdy j = k. Otrzymujemy wtedy Vii = Vij + Vjl. Mamy

zatem w zbiorze ~ dzialanie "." okreslone wzorem

Heisenberg, badajac okreslona tu

algebre, byl w stanie objasnic nie tylko

czestotliwosci kresek obserwowane

w widmie atomu, ale takze ich

intensywnosci.

(i,j). (k,l) = {(~l)

gdy j = k,

gdy j =I- k.

Funkcje ciagle na przestrzeni X

i przyjmujace wartosci rzeczywiste (lub

zespolone) tworza algebre, gdyz mozemy

je dodawac i mnozyc podobnie jak

liczby rzeczywiste. Element neutralny

dodawania to funkcja tozsamosciowo

równa 0, natomiast element neutralny

mnozenia to funkcja tozsamosciowo
równa 1.

Algebra z jedynka to algebra, w której

istnieje element neutralny dla mnozenia.

C' -algebra to algebra, której elementy

mozna mnozyc przez liczby zespolone

i w której okreslono operacje *,

spelniajaca warunki:

(a')' = a,

(a + b)' = a' + b',

(>.a)' = ~a',

(ab)' = b'a'.

Przestrzen zwarta to taka przestrzen,

w której z dowolnego ciagu punktów

mozna wybrac czesc tego ciagu zbiezna

do pewnego punktu tej przestrzeni.

W poprzednim numerze Delty na

stronie 2 wiekszosc przecinków zostala

przez autOlnat zamieniona na litere r.
Czytelników i Autorów przepraszamy.

Redakcja

Kazdy widzi, ze wynik powyzszego dzialania zalezy od kolejnosci czynników! Tak

w teorii przestrzeni pojawila sie algebra nieprzemienna.

* * *

Od dawna wiadomo, ze z kazda przestrzenia X (w której okreslono zbiory

otwarte) zwiazana jest w naturalny sposób pewna algebra przemienna. Jest

to algebra C(X) funkcji ciaglych na X o wartosciach rzeczywistych. Jakie

informacje o przestrzeni X mozemy odczytac z algebry C(X)? Zauwazmy na

poczatek, ze nie mozna oczekiwac, by sama znajomosc budowy algebry C(X)

pozwalala nam np. rozstrzygnac, czy przestrzen X jest kula, czy szescianem.

Mozna bowiem latwo wykazac, ze jesli przestrzen X da sie bez rozerwan

i zlepien przeksztalcic na przestrzen Y (o takich przestrzeniach mówimy,

ze sa topologicznie takie same), to algebry C(X) i C(Y) sa identyczne (tak

samo zbudowane). Na szczescie algebra C(X) niesie w sobie informacje o tych

cechach przestrzeni X, które nie zmieniaja sie, gdy przestrzen X poddajemy

rozciaganiu lub sciskaniu jak gumowa zabawke. Okazuje sie np., ze za pomoca

algebry C(X) mozemy juz odróznic sytuacje, gdy X to sfera, od przypadku,

gdy X to powierzchnia detki rowerowej czy tez sfera z dwoma uchami. Kluczowe

znaczenie ma twierdzenie Gelfanda-Najmarka, które glosi, ze istnieje wyrózniona

klasa algebr przemiennych (zwanych przemiennymi C* -algebrami z jedynka),

reprezentujacych wszystkie przestrzenie zwarte! Kazda algebra nalezaca do tej

klasy koduje w sobie cala informacje o topologii dokladnie jednej przestrzeni

zwartej X, kazda zas przestrzen zwarta posiada algebre funkcji ciaglych
o wartosciach zespolonych nalezaca do tej klasy. Zatem wszystko to, co mozemy

powiedziec o przestrzeniach zwartych i przeksztalceniach ciaglych miedzy nimi,

potrafimy jednoznacznie przetlumaczyc na jezyk algebry!

* * *

Jaki jest pozytek z powyzszego utozsamienia topologii z algebra? Otóz

otrzymujemy szanse na uprawianie geometrii nieprzemiennej. Postapimy

bowiem podobnie jak wtedy, gdy chcemy uprawiac geometrie w przestrzeniach

wymiaru wyzszego niz trzy. Przypomnijmy - robimy to tak: w dobrze nam

znanej przestrzeni trójwymiarowej wprowadzamy uklad wspólrzednych,

utozsamiajac ja z obiektem algebraicznym: zbiorem ~3 trójek (Xl, X2, X3) liczb

rzeczywistych. Nastepnie odrzucamy zalozenie, ze wspólrzedne sa tylko trzy,

i otrzymujemy ogólniejszy obiekt algebraiczny ~n , w którym wprowadzamy

pojecia geometryczne przez analogie z ~3 •

Analogicznie, w geometrii nieprzemiennej zastepujemy przestrzen X przez

C* -algebre przemienna, a nastepnie odrzucamy zalozenie przemiennosci.

Ogólniejsze, "nieprzemienne" przestrzenie to hipotetyczne obiekty, których

algebry funkcji ciaglych sa nieprzemienne. Istnieja (albo nie istnieja) one

w takim samym sensie, w jakim istnieje (lub nie - rzecz gustu) przestrzen

czterowymiarowa.

* * *

Tworzenie geometrii nieprzemiennej polega na budowaniu slowniczka, który

kazde pojecie topologiczne tlumaczy na jezyk C* -algebr. Jest to mozliwe

na mocy twierdzenia Gelfanda-Najmarka. Sztuka polega jednak na tym,

by po stronie algebraicznej nie uzyc ani razu przemiennosci algebry. Wtedy

dane pojecie topologiczne bedzie funkcjonowalo takze w przestrzeniach

nieprzemiennych, które zdaja sie lepiej opisywac mikroswiat. Oczywiscie, do

uprawiania geometrii (i fizyki) sama topologia nie wystarczy. Musimy sie

jeszcze nauczyc, jak w przestrzeniach nieprzemiennych wprowadzac inne pojecia

matematyczne. To wszystko mozna zrobic, ale to juz temat na inna opowiesc ...

2


