
Klub 44

Regulamin

Weterani Klubu 44 M (w kolejnosci

uzyskiwania statusu Weterana):
J. Janowicz (8), P. Kaminski (5),

M. Galecki (5), J. Uryga (4),
A. Pawlowski (4), D. Sowizdrzal,

T. Rawlik (4), M. Mazur, A. Bonk,

K. Serbin, J. Ciach (5), M. Prauza,
P. Kumor (5), P. Gadzinski (6),

K. Jedziniak, J. Olszewski (4),
L. Skrzypek (4), H. Kornacki,

T. Wietecha (4), T. Józefczyk,
J. Witkowski

(jesli uczestnik przekroczyl bariere 44

punktów wiecej niz trzy razy, sygnalizuje

to liczba w nawiasie).

Pozostali czlonkowie Klubu 44 M

(alfabetycznie) :
"dwukrotni" :

Z. Bartoid, W. Bednorz, A. Czornik,

P. Jedrzejewicz, M. Kasperski,

H. Kasprzak, T. Komorowski, Z. Koza,
D. Kurpiel, J. Lazuka, J. Malopolski,

J. Mikuta, E. Orzechowski, R. Pagacz,
K. Pióro, S. Solecki, G. Zakrzewski;
"jednokrotni" :

M. Adamaszek, W. Bednarek,

T. Bieganski, W. Boratynski,
M. Czerniakowska, A. Daniluk,

B. Dyda, P. Figurny, M. Fiszer,

Z. Galias, L. Gasinski, A. Gluza,

T. Grzesiak, K. Hryniewiecki, K. Jachacy,

J. Kraszewski, A. Krzysztofowicz,

P. Kubit, T. Kulpa, A. Langer,
R. Latala, P. Lipinski, P. Lizak,

J. Mandziuk, M. Marczak, M. Mat1ega,

R. Mazurek, H. Mikolajczak, M. Mikucki,
J. Milczarek, R. Mitraszewski,
M. Mostowski, W. Olszewski,

K. Patkowski, M. Peczarski, R. Pikula,
B. Piotrowska, W. Pompe, M. Roman,

M. Rotkiewicz, A. Ruszel, J. Siwy,
Z. Skalik, A. Smo1czyk, Z. Surduka,
T. Szymczyk, W. Szymczyk,
K. Trautman, P. Wach, K. Witek,

A. Wyrwa, M. Zajac, Z. Zaus,

K. Zawislawski, P. Zmijewski.

Weterani Klubu 44 F (w kolejnosci

uzyskiwania statusu Weterana):
P. Bala, D. Lipniacki, A. Sikorski,

A. Surma, P. Gworys, A. Idzik
T. Wietecha

(kazdy z nich trzy krotnie osiagnal
44 punkty).

Pozostali czlonkowie Klubu 44 F

(alfabetycznie) :
"dwukrotni" :

J. Lipkowski, J. Lazuka, P. Perkowski;
"jednokrotni" :

A. Borowski, P. Gadzinski,

A. Gawryszczak, A. Gluza, W. Kacprzak,

B. Mikielewicz, L. Motyka, R. Musial,

A. Nowogrodzki, T. Rawlik, R. Repucha,

J. Stelmach, L. Szalast, P. Wach,
M. Wójcicki.

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydzialu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

1. Wydzial Matematyki, Informatyki i Mechaniki Uniwersytetu Warszawskiego, Wydzial

Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego oraz Redakcja miesiecznika Delta organizuja konkurs 
lige zadaniowa pod nazwa Klub 44.

2. Zadania konkursowe sa oglaszane w miesieczniku Delta, po cztery zadania w kazdym

numerze: dwa z matematyki i dwa z fizyki, z dwumiesieczna przerwa (nr 7 i 8 kazdego roku).

3. Uczestnikiem ligi moze byc kazdy.

4. Uczestnictwo w lidze polega na rozwiazywaniu zadan konkursowych i przysylaniu

opracowanych rozwiazan do redakcji Delty. Uczestnikiem zostaje sie po przyslaniu rozwiazania
co najmniej jednego zadania.

5. Moment przystapienia do ligi mozna wybrac dowolnie. Nie ma koniecznosci rozwiazywania
zadan z kazdego miesiaca.

6. Rozwiazania zadan z numeru n nalezy nadsylac do konca miesiaca n + 2 (dodawanie

modulo 12; na przyklad termin nadsylania rozwiazan zadan z numeru 11/2000 uplynal
31 stycznia 2001). Szkicowe rozwiazania podawane sa w numerze n + 4.

7. Rozwiazanie kazdego zadania powinno byc pisane na oddzielnym arkuszu papieru oraz

podpisane imieniem i nazwiskiem. Uczniowie proszeni sa o podanie klasy, studenci - roku

i uczelni. Rozwiazania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przysylac w oddzielnych
kopertach, z dopiskiem na kopercie: Klub 44 M lub Klub 44 F.

8. Prace powinny byc samodzielne. Jednobrzmiace rozwiazania pisane przez róznych

uczestników nie beda brane pod uwage.

9. Rozwiazanie kazdego zadania jest oceniane w skali od Odo 1, z dokladnoscia do 0,1. Przy

ocenie brana jest pod uwage nie tylko poprawnosc merytoryczna i rachunkowa, lecz takze

pomyslowosc metody i elegancja rozwiazania.

10. Kazde zadanie otrzymuje wspólczynnik trudnosci ustalany po wystawieniu ocen.

Wspólczynnik ten jest liczba pomiedzy 1 a 4 obliczana wedlug nastepujacej reguly: jesli N
oznacza liczbe osób, które nadeslaly rozwiazanie chocby jednego zadania z danego numeru

w danej konkurencji (matematyka lub fizyka), a S oznacza sume ocen uzyskanych przez

wszystkich uczestników za dane zadanie, wówczas otrzymuje ono wspólczynnik trudnosci

WT = 4 - 3S/N. Za nadeslane rozwiazanie uczestnik otrzymuje w punktacji ligowej liczbe

punktów równa iloczynowi uzyskanej oceny przez wspólczynnik trudnosci (z zaokragleniem

do dwóch miejsc po przecinku).

11. Niektóre z zadan mozna znalezc (w brzmieniu identycznym lub bardzo zblizonym) wraz

z rozwiazaniami w róznych ksiazkach i czasopismach. Uczestnicy, którzy w takich przypadkach

przysla zamiast wlasnego rozwiazania dokladny odsylacz do literatury, otrzymaja ocene

maksymalna, pod warunkiem, ze w cytowanym zródle istotnie znajduje sie pelne rozwiazanie

(dowód, obliczenie, konstrukcja).

12. Czytelnicy Delty moga zglaszac propozycje zadan; jesli zadanie nie jest wlasnego

autorstwa, nalezy podawac zródlo. Gdy zadanie wykorzystane w lidze pochodzi z propozycji

uczestnika ligi (tj. osoby, która przyslala juz rozwiazanie jakiegos zadania - por. p. 4),
a dostarczone zostalo wraz z rozwiazaniem (chocby szkicowym, ale poprawnym, ewentualnie

odsylaczem do literatury), uczestnik otrzymuje ocene maksymalna.

13. Punkty zdobyte przez kazdego uczestnika za rozwiazania poszczególnych zadan, obliczone

wedlug reguly podanej w p. 10, sa sumowane - oddzielnie dla matematyki i dla fizyki.

Z chwila osiagniecia sumy 44 punktów w jednej z tych dwóch dziedzin uczestnik staje sie
czlonkiem Klubu 44 M lub Klubu 44 F.

14. Po zgromadzeniu 44 punktów (i zostaniu czlonkiem Klubu 44) mozna w dalszym ciagu

brac udzial w konkursie ligowym. Nadwyzka punktów ponad wartosc 44 zostaje zaliczona na

poczet ponownego uczestnictwa w lidze.

15. Trzykrotne uzyskanie czlonkostwa Klubu 44 M (lub Klubu 44 F) daje tytul Weterana
Klubu 44 M (Klubu 44 F).

16. Aby uzyskac informacje o swoich wynikach, nalezy przyslac do redakcji Delty kartke

pocztowa (oddzielna dla matematyki i dla fizyki), ofrankowana i zaadresowana do siebie,

ze sporzadzona tabelka z umieszczonymi w jej rubrykach numerami zadan i z pustymi

okienkami do wpisania ocen. Zaleca sie przysylanie takich kartek nie czesciej niz co kilka

miesiecy, gdy uzbiera sie material dotyczacy rozwiazan kilkunastu zadan.

17. Czolówka listy ligowej jest systematycznie oglaszana w miesieczniku Delta. Nazwisko

uczestnika moze byc wymienione w czolówce z nie zmieniona suma punktów trzykrotnie;

nastepny raz ukaze sie wtedy, gdy uczestnik powiekszy stan swojego konta.

18. Raz do roku, w numerze lutowym, drukowane jest omówienie przebiegu konkursu,

prezentowane sa w skrócie ciekawsze rozwiazania i uogólnienia oraz oglaszana jest obszerna
czolówka.

19. Czlonkowie Klubu 44 sa zapraszani na spotkania Klubu 44.

20. Organizatorzy zastrzegaja sobie wylaczne prawo interpretacji i mozliwosc zmian

regulaminu.
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Nie drukujemy wiec nazwisk tych

uczestników, którzy rozstali sie z liga trzy
lata temu (lub dawniej); oczywiscie jesli

ktokolwiek z nich zdecyduje sie wrócic
do naszych matematycznych lamiglówek,
jego nazwisko automatycznie wróci na

liste. Serdecznie zapraszamy!

Lista uczestników

ligi zadaniowej Klub 44 M

po uwzglednieniu ocen rozwiazan

zadan 403 (WT=2,01) i 404 (WT=I,25)
z numeru 6/2000

Krzysztof Zapisek 42,22

Bartlomiej Dyda - 1- 41,52
Konrad Patkowski - 1- 41,43
Bartlomiej Marczak 40,32

Pawel Kubit - 1- 38,27

Andrzej J6zwik 37,72
Piotr Kumar - 5- 35,55

Zbigniew Galias - 1- 35,12
Wojciech Maciak 34,30
Marian Lupiezowiec 34,24

Paulina DomagaIska 34,09
Przemyslaw Gadzinski - 6- 33,44

Artur Arciszewski 32,53
Jacek Klisowski 30,80

Krzysztof Jasek 29,60
Nikodem Szpak 29,06

Janusz Olszewski - 4- 28,22
Marcin Kssperski - 2- 28,02

Witold Bednarek - 1- 27,35

Swiatoslaw Gal 27,16
Zbigniew Sewartowski 26,35

Adam Woryna 25,42

Mieczyslaw Jedrzejowski - 24,99
Monika Walkowiak 23,37

Lukasz Kaminski 22,98
Witold Bednarz - 2- 22,43

Andrzej Nagórko 21,10

Legenda (przykladowo): stan konta

6-33,44 oznacza, ze uczestnik juz
szesciokrotnie zdobyl 44 punkty,

a w kolejnej (siódmej) rundzie ma
33,44 punktów.

Zestawienie obejmuje wszystkich

uczestników ligi, którzy spelniaja
nastepujace dwa warunki:

stan ich konta (w aktualnie

wykonywanej rundzie) wynosi co
najmniej 20 punktów;

przyslali rozwiazanie co najmniej

jednego zadania z rocznika 1998, 1999
lub 2000.

--
c

z

x Y
-+
y x

Redaguje Marcin E. KUCZMA

pole(PCD) = S~ ,

pole(p AE) = S~' ,

pole(PBF) = S~ .

pole(ABC) = S,

pole(PBD) = S~,

pole(PCE) = S~,

pole(P AF) = S~ ,

Zadania z matematyki nr 415, 416

Termin nadsylania rozwiazan: 30 IV 2001

408. Przez punkt P, lezacy wewnatrz trójkata ABO o srodku ciezkosci G, prowadzimy proste PD,
PE, PF równolegle odpowiednio do prostych AG, BG, OG; punkty D, E, F leza odpowiednio na
bokach BO, OA, AB. Wykazac, ze suma pól trójkatów PAF, PBD i POE nie zalezy od polozenia
punktu P.

415. Wyznaczyc wszystkie trójki dodatnich liczb rzeczywistych a, b, c, dla których
uklad równan

Rozwiazania zadan z matematyki z numeru 10/2000

Przypominamy tresc zadan:

y z a z x b-+-=-, -+-=-
z y x x z y

ma rozwiazanie w liczbach rzeczywistych x, y, z.

416. W kartezjanskim ukladzie wspólrzednych przestrzeni trójwymiarowej rozwazamy

zbiór X wszystkich punktów o wspólrzednych calkowitych nieujemnych. Dwa punkty

zbioru X bedziemy nazywac stowarzyszonymi, gdy sumy ich wspólrzednych sa równe,

a ich odleglosc wynosi J2. Wyznaczyc wszystkie funkcje f: X ---+ R spelniajace
warunki:

- jesli punkt P E X ma co najmniej jedna wspólrzedna równa zeru, to f(P) = O;
- jesli punkt P E X ma wszystkie wspólrzedne dodatnie, to

1
f(P) = 1+ 6" (J(Pt) + f(P2) + f(P3) + f(P4) + f(Ps) + f(P6)),

gdzie Pl, ... ,P6 sa szescioma punktami stowarzyszonymi z P.

407. Dana jest liczba naturalna n oraz n-elementowy zbiór M, zawarty w zbiorze

{l, 2, 3, ... , 2n}, nie zawierajacy zadnej pary liczb o sumie równej 2n + l. Suma wszystkich liczb ze
zbioru M jest znana i wynosi S. Obliczyc sume kwadratów wszystkich liczb ze zbioru M.

407. Zbiór M sklada sie z n liczb - po jednym elemencie z kazdej pary {i, 2n+l-i},

i = l, ... ,n. Równowaznie: po jednym elemencie z kazdej pary {m-(m-i), m+(m-i)}, gdzie

m = n + ~.Tak wiec M = {Xl, ... , xn},

xi=m+ci(m-i), ciE{-I,+I} dla i=I, ... ,n.

Wartosc sumy 2: Xi = nm + 2: Ci (m - i) = S jest znana. Obliczamy sume kwadratów:

2: x~ = nm2 + 2m 2: ci(m - i) + 2:(m - i)2 =

= nm2 + 2m(S - nm) +nm2 - 2m 2:i + 2:i2 =

= 2mS - 2m· ~n(n + l) + in(n + 1)(2n + l).

Po podstawieniu m = n + ~ otrzymane wyrazenie upraszcza sie do postaci

2:x~ = (2n+l)(S- ln(n+l)).

408. Przyjmijmy oznaczenia (rys. 1):

pole(PBC) = Sa,

pole(PCA) = Sb ,

pole(P AB) = Sc ,

44,•

B

Rys. l

D

A

Rys. 2

Przez punkt P prowadzimy prosta równolegla do BC, przecinajaca boki AB i AC

odpowiednio w punktach KiL. Zauwazamy proporcje (rys. 2):

A Sb _ PL Se _ PK S~ _ BD S~ _ CD

S - BC' S - BC ' Sa - BC' Sa - BC

Niech K' i L' beda punktami boku BC otrzymanymi przez

rzutowanie punktów K i L w kierunku równoleglym do AG.

Prosta AG polowi kazdy z odcinków K L, K' L', BC, wiec

BD-CD=K'D-L'D=PK-PL. Stad

S' _ S" = S . BD - CD = S . PK - PL
a a a BC a BC

Analogicznie,

i po dodaniu stronami: (S~ + S~ + S~) - (S~ + S~' + S~') = O.
Oczywiscie suma tych szesciu pól jest równa S. Zatem wartosc

sumy S~ + S~ + S~ jest stala, równa S/2, niezaleznie od
wyboru punktu P.

11



Od czasu do czasu spotykamy sie z zapytaniem: skad sie biora

zadania Klubu 44? Blisko polowa (prawie wszystkie o numerach

parzystych) to, jak wiadomo, propozycje uczestników ligi; o nich

za chwile. Pozostale proponuje prowadzacy lige. Proponuje - to

nie znaczy, ze wymysla; wlasnego autorstwa jest jedynie pewien

ulamek ogólnej liczby zadan. Dalsza czesc stanowia "produkty

uboczne" pracy naukowej zaprzyjaznionych matematyków.

Wieksza czesc zadan to rezultat pasozytowania na materialach

z rozmaitych konkursów matematycznych, które sie odbywaja

na swiecie. Najczesciej sa to przetworzenia, "wariacje na temat",

lub tez zadania optycznie niepodobne do prawzorów, choc przez

nie inspirowane. Nic wiec dziwnego, ze uczestnicy ligi czasami

przysylaja tekscik: rozwiazanie znajduje sie itd. Zabawne, ze

wskazywane zródla czesto sa zupelnie inne niz te, do których

zagladal redaktor ligi ... ; cóz, zadania kraza po swiecie.

Zadania proponowane przez Czytelników sa z pewnoscia

w znacznej czesci autorskie, ale równiez wiele z nich to

zapozyczenia i przeróbki. Otóz wlasnie w ostatnim roku

ligowym trafilo sie kilka takich przypadków - wsród zadan

proponowanych i przez redaktora ligi, i przez jej uczestników.

(Naj skuteczniejszy w wylapywaniu takich sytuacji okazal sie

Zbigniew Skalik. ) Zostaly wskazane odsylacze do

znajdujacych sie w literaturze rozwiazan zadan 385, 386, 388,

398 i 404 - takich samych lub bardzo podobnych (zadanie 404

okazalo sie znanym twierdzeniem analizy kombinatorycznej,

zamieszczanym w monografiach).

Do Czytelników proponujacych zadania nie w pelni oryginalne

kierujemy wiec goraca prosbe o podawanie, skad zaczerpniete

zostalo zadanie (lub jego bezposredni wzorzec). Jesli ze znanej

i latwo dostepnej ksiazki lub czasopisma, a proponowane jest

w wersji nieprzetworzonej, to nie jest to dobry material na

zadanie ligowe.

Jak przed rokiem, spotkalismy sie we wrzesniu w Warszawie

w gronie kilku czlonków Klubu 44 M, którym czas na to

pozwolil. Byla, jak zwykle, sesja "szybkiego rozwiazywania

zadan" , otwarta dla publicznosci i wkomponowana w ciag

imprez IV Festiwalu Nauki.

Przystepujemy do corocznego omówienia wybranych zadan:

prezentujemy rozwiazania zgrabniejsze od firmowych,

ciekawe uogólnienia; no i patrzymy, które zadania okazaly sie

najtrudniejsze (minimalne liczby poprawnych rozwiazan).

* * * * *

Zadanie 389. [Pelny turniej ("kazdy z kazdym") bez remisów;

dokladnie jeden zawodnik pokonal wszystkich innych bezposrednio

(a --> c) lub posrednio (a --> b --> c) => faktycznie pokonal

wszystkich bezposrednio] (wspólczynnik trudnosci WT = 2,37;

liczba poprawnych rozwiazan LPR = 11). Niech Tn,k oznacza

turniej z udzialem n zawodników, gdy jest wsród nich dokladnie k

graczy, z których kazdy pokonal wszystkich innych bezposrednio

lub posrednio. Dla jakich par liczb naturalnych (n, k) (n:::: 2,

n:::: k) turniej Tn,k jest mozliwy? Takie interesujace zagadnienie

analizuje M. Peczarski i dowodzi (stosujac podwójny schemat

indukcyjny), ze jedyne pary (n, k), dla których turniej Tn,k

nie jest mozliwy, to (4,4) oraz (n, 2). Ponadto wyznacza liczby

nieizomorficznych turniejów Tn,k dla n ::; 5 oraz wykazuje, ze gdy

k = 3, to ta trójka graczy tworzy cykl.

Zadanie 393. [Losowanie m róznych liczb ze zbioru

{l, 2, ... , 2000}; dla jakich m suma tych liczb dzieli sie przez 5

z prawdopodobienstwem dokladnie 1/5?] (WT=3,13; LP R=6).

Liczba 2000 pojawila sie oczywiscie dla uczczenia roku

milenijnego; jedyna jej istotna tu wlasnoscia jest podzielnosc

przez 5.

Typowe uogólnienie: dane liczby naturalne n ::::m oraz p

- ustalony nieparzysty dzielnik pierwszy liczby n; dla

r E {O, 1, ... ,p-l} niech Sr bedzie liczba m-elementowych zbiorów

{Xl"", Xm} C {l, 2, ... , n} takich, ze L Xi == r (mod p). Teza:

jesliplm, toSO=Sl= =Sp-1 (wiecSo=~(;;;));

jesli p I m, to So > SI = = Sp-1 (wiec So > ~(;;;)).

P. Kumor, J. Lazuka, T. Wietecha uzyskuja te zwiazki dla

p = 5, a M. Peczarski, A. Woryna dla dowolnej liczby pierwszej

p> 2, wraz ze wzorem (dla przypadku p I m):

So = ~ (n) + ~ (n/p).p m p m/p

(M. Peczarski rozwaza takze p = 2 i dowodzi, ze ten wzór jest

wówczas sluszny, jesli 4 I m; gdy natomiast 2 I m, ale 4 l m, wzór

zachodzi ze znakiem odejmowania zamiast dodawania.)

Metody uzasadnien stosowane przez wymienionych autorów sa na

ogól oparte na tej samej idei, co rozwiazanie firmowe: konstrukcja

bijekcji miedzy rodzinami podzbiorów wyznaczajacych rózne reszty

(oraz zanurzenia injektywnego dajacego nierównosc So > SI gdy

plm).

Inna ciekawa metode widzimy w pracy J. Olszewskiego (dla

n = 2000, p = 5), który oblicza So (bez rozpatrywania innych

reszt), uzywajac funkcji tworzacej

( )400f(x,y) = (1 + x)(l + xy)(l + xy2)(1 + xy3)(1 + xy4)
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i wykazuje, ze So równa sie 1/5 wspólczynnika przy xm
w wielomianie

4

L f(x, e27rir/5) = (x + 1)2000 + 4(x5 + 1)400;
r=O

tak wiec So = t C~O) + 8, gdzie 8 = t (;.~~)gdy 5 I m oraz
8 = O, gdy 5 l m.

(Jest tez próba uzyskania uogólnienia takiego, jak dyskutowane

wyzej, bez zalozenia, ze p jest liczba pierwsza - ale to juz

nadmiar optymizmu.)

Zadanie 396. [Dane sfery SI, S2 o srodkach 01, 02 oraz

punktyA,BES1, C,DES2, E,FES1nS2; EEAC,

F E BD; BDII0102 => rzuty prostokatne odcinków AB i CD

na prosta AC maja te sama dlugosc] (WT=3,30; LPR=6).

Rozwiazanie czysto geometryczne, zblizone do firmowego, podali

K. Patkowski oraz M. Peczarski, który ponadto dolaczyl

rozwiazanie analityczne (we wspólrzednych kartezjanskich).

T. Wietecha, A. Woryna, L. Kaminski i J. Lazuka

stosuja rachunek na wektorach. Przytoczymy w skrócie zgrabne

rozumowanie T. Wietechy:

Teza zadania jest równowazna równosci AB· AC = cD· AC.
Obracamy odcinek BD wokól prostej 0102 do polozenia

MN tak, by punkt F przeszedl na E; wtedy MB = ND,
----+ ----l ----+ -----7

zatem AB - CD = AM - CN i nalezy wykazac, ze

(AM - eN)· AC = O. Przecinajace sie w punkcie E odcinki

AC i M N wyznaczaja plaszczyzne, która w przekroju ze

sferami SI i S2 tworzy okregi o srodkach lezacych na prostej

równoleglej do MN. Niech EU oraz EV beda srednicami tych

okregów. Wówczas fJM = vN, UA 1- AC 1- CV i otrzymujemy

dowodzona równosc

(AM - eN) . AC = (AU + fJM - CV - vN) . AC =

= AU· AC - CV' AC = O.

V
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Zadanie 400. [Wyznaczyc wszystkie pary funkcji f, g: R - R

klasy G2: (fg)' = f'g', (fg)" = f"g", fg 1- const] (WT=2,90j

LPR=4 (6 ?)). Jest to uklad dwóch równan rózniczkowych.

Zastosowanie mniej lub bardziej standardowych przeksztalcen

i podstawien prowadzi do wyznaczenia dwóch rodzin rozwiazan:

{ f(x) = AePx {f(X) = A(e2X - G)g(x) = Beax oraz g(x) = B(e2X + G) dla x E Rj

A, B, G, p, q - stale i- 0, p + q = pq. W trakcie przeksztalcen

pojawia sie koniecznosc dzielenia przez czynniki, które moga

przyjmowac wartosc zero; ponadto w pewnym momencie dochodzi

sie do równania postaci (... )( ... ) == 0, skad wniosek, ze jeden

z czynników jest zerem - zgoda; ale dla pewnych x moze to byc

pierwszy czynnik, a dla innych drugi. Istotna trudnosc polega

na koniecznosci kontrolowania przedzialów, w których spelnione

sa uzyskiwane w kolejnych krokach równania, i na wykazaniu, ze

podane wyzej wzory przedstawiaja ogólne rozwiazanie w przedziale

(-00; +00) j bez tego wyniki maja jedynie charakter lokalny.

Trudnosc "globalizacji" bez zastrzezen pokonali P. Kumor

i A. Woryna, a z drobnymi lukami - M. Peczarski
i J. Olszewski. Ponadto M. Adamaszek i J. Lazuka

bezblednie wykonali rachunki i wyprowadzili powyzsze wzory,

pomijajac analizowanie ich dziedziny.

Zadanie 401. [a, n E {2, 3, 4, ... }j kazdy dzielnik pierwszy liczby

an - 1 jest dzielnikiem liczby a-l ~ a, n = ?] (WT=2,54j
LPR=8). Rozwiazanie firmowe bylo nadmiernie skomplikowane.

Prosciej: wezmy dowolny dzielnik pierwszy p liczby n. Mamy
równosc

p

aP - 1 = ((a - 1) + 1r-1 = L(~)(a - l)j = (a - 1) . K,
j=l

gdzie
p

(*) K = p + (a - 1)Le) (a - l)j -2 (widac, ze K > p).
j=2

Kazdy dzielnik pierwszy liczby K jest tez dzielnikiem liczby

aP - 1, wiec i liczby an - 1, wiec i liczby a-l, i wobec

równosci (*) musi byc równy p. Zatem K = pm (gdzie m ::: 2)

oraz p I a-L Jezeli p ::: 3, to wszystkie skladniki prawej strony

wzoru (*), z wyjatkiem poczatkowego "p", dziela sie przez p2 j
sprzecznosc.

Tak wiec p = 2, i w konsekwencji n = 2k. Jesli k ::: 2, to

liczba an - 1 dzieli sie przez liczbe a2 + 1, której kazdy

dzielnik pierwszy musi byc wobec tego dzielnikiem liczby

a-l, wiec i a2 - 1; kolejna sprzecznosc, bo a2 + 1 (dla
a > 1) nie jest potega dwójki. Stad k = 1, czyli n = 2, oraz

K = 2m = (a2 - l)/(a - 1) == a + 1, czyli a = 2m - 1.

To zgrabne rozwiazanie podali W. Bednorz i P. Kumor;

takze M. Peczarski, który zamiast wzoru (*) zastosowal
p-l

przedstawienie K = p + (a - 1) L(p - j)aj -1. Praktycznie
j=l

to samo rozumowanie, chociaz nie w tak zwiezlej formie,

podali J. Lazuka i K. Ralowskaj a dosc podobne -

A. Woryna. Dowody bardziej zawile (ale wciaz chyba prostsze

od rozwiazania firmowego) przedstawili B. Marczak oraz

J. Olszewski, który ponadto dostrzegl proste uogólnienie:

jezeli a > b::: 1, n::: 2, NWD(a, b) = 1 oraz kazdy dzielnik

pierwszy liczby an - bn jest dzielnikiem liczby a - b, to n = 2
oraz :J m: a + b = 2m.

Termin nadsylania rozwiazan:
30 IV 2001

Rozwiazania zadan z fizyki z numeru 10/2000

Przypominamy tresc zadan:

312. Równia pochyla o kacie nachylenia o: spoczywala na poziomej powierzchni,

a na niej polozono klocek o masie znacznie wiekszej niz masa równi. Wspólczynnik

tarcia miedzy równia a klockiem wynosi fI, a miedzy równia a podlozem - h. Jaki

warunek musza spelniac wymienione parametry, aby równia ruszyla z miejsca? Jesli
ten warunek jest spelniony, to ile wynosi przyspieszenie równi?

313. Fala dzwiekowa biegnie w atmosferze Ziemi (lub innej planety) w góre,

przechodzac kolejno przez warstwy coraz bardziej rozrzedzone. Co sie stanie z energia

tej fali, gdy gestosc bedzie znikomo mala (praktycznie rzecz biorac, bedzie to juz
próznia)?

Zadanie ma charakter otwarty i mozliwe sa rózne odpowiedzi. Cenione beda staranne

uzasadnienia, a w optymalnym przypadku - obliczenia wskazujace, przy jakiej gestosci

omawiany mechanizm pochlaniania lub odbicia dzwieku zaczyna byc istotny.

Redaguje Jerzy B. BROJANZadania z fizyki nr 312, 313

I I I Il l

Rys. l

304. Poziomy stól wykonuje okresowy ruch

poziomy wedlug wykresu (rys. l). Jesli na tym

stole polozymy klocek i zaczekamy odpowiednio

dlugo, to jak bedzie zalezec jego srednia

predkosc przemieszczania sie od wspólczynnika

tarcia J.t, okresu T ruchu stolu oraz predkosci

ruchu jednostajnego stolu Vl i V2? t~RYS.2~

305. Do zródla napiecia przemiennego (sinusoidalnego)

o amplitudzie Uo = 30 V przylaczono obwód skladajacy sie z diody

(doskonalej, tzn. o zerowym oporze w kierunku przewodzenia

i nieskonczonym oporze w kierunku zaporowym), oporników 10 fi

i 20 fi oraz kondensatora o duzej pojemnosci (rys. 2). Do jakiego

napiecia naladuje sie kondensator po dlugim czasie? Pojemnosc

kondensatora jest tak duza, ze to napiecie osiaga wartosc stala.

304. Oznaczmy czesci okresu T, w których stól porusza sie

wzdluz osi x ze zwrotem dodatnim i ujemnym, przez Tl i T2.

Latwo wyznaczyc

Tl=~' T2=~.
VI + V2 VI + V2

Jesli w ciagu obu tych czasów klocek zdazy zatrzymac sie

wzgledem stolu, to jego ruch wzgledny sklada sie z odcinków

spoczynku przeplatanego na przemian odcinkami ruchu

jednostajnie opóznionego w lewo i w prawo z tym samym

przyspieszeniem a = Jlg i ta sama predkoscia poczatkowa równa

zmianie predkosci stolu, czyli VI + V2. Zatem jego srednia

predkosc (zarówno wzgledem stolu, jak i wzgledem ziemi) jest

równa zeru. Tak jest wtedy, gdy czas niezbedny do zmiany

predkosci O VI + V2 jest mniejszy zarówno od Tl, jak i od T2:

VI + V2 < aTl, VI + V2 < aT2,

czyli (VI + V2)2 < aTv2, (VI + V2)2 < aTVl. Jesli natomiast

jeden z tych warunków nie jest spelniony (np. drugi; zalózmy,

ze VI < V2), to po zakonczeniu odcinka spoczynku wzgledem

stolu poruszajacego sie z predkoscia VI przez caly czas T2

klocek bedzie poruszal sie z przyspieszeniem a o zwrocie

ujemnym - zatem powrót do predkosci VI potrwa tak samo

dlugo, a wykres predkosci wzgledem ziemi bedzie mial postac

przedstawiona na rysunku 3. Obliczenie sredniej predkosci jest

nietrudne i daje wynik

Vsr = VI - aT ( __ V_l_)2VI + V2
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2 Ul (7l' . (UlRl))Q3 = -;:;R2 "2 - arcsm UOR2 .

Po przyrównaniu Ql - Q2 = Q3 podstawiamy wartosci liczbowe RI i R2 i numerycznie

wyznaczamy Ul = 0,257Uo = 7,7 V. (Dosc podobne bylo przed czterema laty zadanie 226.)

W zasadzie moglaby równiez zachodzic sytuacja, w której klocek w zadnej chwili nie bedzie

spoczywal wzgledem stolu. Jesli jednak predkosci VI i V2 nie sa równe, to i czasy TI i T2 nie

beda równe, wiec klocek stopniowo bedzie sie rozpedzal w kierunku dluzej trwajaego ruchu

stolu, dochodzac do ruchu opisanego wyzej.

305. Oznaczmy opór górnego opornika przez RI, dolnego przez R2, zmienne napiecie zródla

przez U(t) = Uo sin(wt) (niech dodatni znak odpowiada plusowi z prawej), a szukana wartosc

t napiecia na kondensatorze przez Ul (latwo przekonac sie, ze Ul > O). Ustalenie sie napiecia Ul

oznacza, ze ladunek kondensatora zmienia sie okresowo, czyli ladunek Ql doplywajacy

na kondensator przez oba oporniki w tej czesci okresu T, gdy U(t) > Ul, równa sie sumie

ladunku Q2 odplywajacego z kondensatora przez oba oporniki w tej czesci, gdy U(t) > Ul

(ale napiecie na diodzie pozostaje dodatnie, tzn. ma kierunek zaporowy) oraz ladunku Q3

odplywajacego z kondensatora przez R2 w czasie, gdy prad plynie przez diode. Nietrudno

sprawdzic, ze warunkiem "otwarcia" diody jest U(t) < -UlRl/ R2. Zatem wymienione ladunki

dane sa wzorami

Ql = --I-f(U(t) - Ul)dt, Q2 = __ 1_ f(Ul - U(t))dt, Q3 = Ul f dt,&+& &+& &
gdzie pierwsza calka obejmuje przedzial, w którym wyrazenie podcalkowe jest dodatnie,

druga - przedzial, w którym Ul> U(t) > -UlRl/R2, a trzecia - przedzial, w którym

U(t) < -UIRl/ R2. Najprosciej jest od razu wyliczyc róznice Ql - Q2

2 l (./2 7l' • (UlRl))
Ql - Q2 = ---- V Uo - (UlRl/R2)2 - -Ul - Ul arcsm -- ,w&+& 2 ~&

natomiast

2- 43,43

38,08
1- 35,68
3- 33,68

1- 33,36
3-27,70

26,43

25,20
24,40

12,99
10,86

3- 8,39

8,16

T2T2

Rozszerzona czolówka ligi zadaniowej
Klub 44 F

po 301 zadaniach

v,~ :---
Rys, 3

Jaroslaw Lazuka - Warszawa

Zbigniew Galias - Kraków
Marek Wójcicki - Szczecin

Aleksander Surma - Myszk6w
Andrzej Nowogrodzki - Chocianów

Andrzej ldzik - Boleslawiec
Artur Arciszewski - Kielce

Tomasz Rudny - Warszawa
Grzegorz Milos - Mielec

Marian Lupiezowiec - Zebrzydowice

Ja.cek Konieczny - Poznan
Tomasz Wietecha - Tarnów

Marcin Misiak - Poznan

Lista obejmuje uczestników, którzy

przyslali co najmniej jedno rozwiazanie
zadania z roczników 1998-2000 oraz

maja w biezacej rundzie na swoim koncie

co najmniej 8 punktów, Cyfra przed

kreska wskazuje, ile razy uczestnik zdobyl
juz 44 punkty.

3. Na ramce, której nieruchoma czesc

ma ksztalt prostokatny, a ruchoma jest:

a) prosta poprzeczka, b) lukiem okregu,

rozpieta jest blonka mydlana. W którym

przypadku trzeba dzialac wieksza sila

na czesc ruchoma, aby ja przesunac
w prawo?

2. Jas i Malgosia .. , a wlasciwie Jan

i Malgorzata zgubili sie w lesie i wolaja

o pomoc. Jesli maja równie silne glosy

(na otwartym terenie slychac ich z tej

samej odleglosci), to czyj glos bedzie
lepiej slyszalny w lesie?

1. Zakorkowana butelka jest wypelniona

woda i tylko w szyjce plywa babelek
powietrza. Jesli ta butelka porusza

sie w dól z pewnym przyspieszeniem

(zachowujac pozycje korkiem do góry),

to czy babelek: a) pozostanie w szyjce,

b) opadnie na dno, c) to zalezy od
wartosci przyspieszenia?

W naszej tegorocznej korespondencji zwraca uwage postulat p. Marcina Misiaka, aby

w zadaniach bylo "wiecej fizyki, a mniej matematyki". Chyba rzeczywiscie zbyt czesto nasze

zadania wymagaja od rozwiazujacego sprawnosci rachunkowej, a zbyt rzadko - jakosciowej,

logicznej analizy zjawisk. W tej serii - byc moze - odpowiedzia na ten postulat bedzie zadanie

313; ponadto zachecamy Czytelników do skorzystania z p. 12 regulaminu, tj. do przysylania

wlasnych propozycji zadan.

Trzeci kolejny Thrniej Rozwiazywania Zadan z Fizyki (organizowany przez redakcje Delty

w ramach Festiwalu Nauki) zgromadzil grupe mlodziezy nie tylko z liceów, ale i z gimnazjów

warszawskich. Pierwsze miejsce wraz z glówna nagroda (kalkulatorem programowalnym)

zdobyl Konrad Zakrzewski, a nastepne (premiowane nagrodami ksiazkowymi) - Robert

Paciorek, Gabriel Wysocki, Adam Zadrozny i Leszek Zochowski. Obok przedstawiamy

naj ciekawsze z zadan turniejowych.

Ostatni rocznik ligi fizycznej zamknelismy okragla liczba 301 zadan (nad,miarowa jedynka jest

pamiatka po przesunieciu przerwy wakacyjnej 5 lat temu, a takze "wypadnieciem" jednego

zadania w numerze 6/1997). Oznacza to 151 wydan Delty albo okolo 15 lat dzialalnosci.

Rocznicowe zyczenia naleza sie wszystkim naszym korespondentom, ale w pierwszej kolejnosci

najbardziej wytrwalym sposród nich: p. Aleksandrowi Surmie, który prawie nieprzerwanie

uczestniczy w naszej lidze od samego poczatku, oraz niewiele mu ustepujacemu p. Andrzejowi

Nowogrodzkiemu, który "wystartowal" od zadania 51. Ze swej strony dziekujemy za

zyczenia swiateczne, regularnie nadsylane przez p. Andrzeja Idzika. Odnotujmy, ze sposród

siedmiu Weteranów Klubu 44 F wlasnie p. Surma i p. Idzik sa naj blizsi czterokrotnego

zaliczenia 44 punktów, czego w naszym Klubie jeszcze nikomu nie udalo sie dokonac.

Oczywiscie, do udzialu w naszej zabawie zapraszamy nie tylko "starych wyjadaczy", ale takze

(szczególnie!) nowych uczestników. Przypominamy tylko o koniecznosci przestrzegania terminu

wysylania rozwiazan - ostatnio kilku klubowiczów stale go przekracza, a to moze powodowac

niezaliczenie punktów na ich koncie.

b)Qa)CI

Oto najwazniejsze uzupelnienia i komentarze wynikajace z listów naszych Czytelników:

Zadanie 285. [Prad zmienny plynie przez opornik i zwojnice;

wyznaczyc przebieg napiecia na podstawie tabeli zaleznosci Isk

od L] (wspólczynnik trudnosci WT = 3,10, liczba poprawnych

rozwiazan LPR = l). Pan A. Idzik podal rozwiazanie

dopasowane do tabeli lepiej od wzorcowego, poniewaz

uwzglednil az trzy czlony rozwiniecia szukanej funkcji U(t) na

szereg Fouriera (szereg typu Ao + Al sin(wt) + A2 sin(2wt))

zamiast dwóch w rozwiazaniu wzorcowym. Ograniczenie sie do

tylko trzech czlonów tlumaczyl "lenistwem" - cóz wiec mogliby

powiedziec inni, w tym i prowadzacy rubryke?

Zadanie 287. [Maksymalna energia kinetyczna elektronu

powstalego z rozpadu mionu] (WT = 1,83, LPR = 7).

Pan T. Rudny znalazl to zadanie w zbiorku J. Jedrzejewskiego,

W. Kruczka i A. Kujawskiego - ale podana jest tam odpowiedz

na nieco inne pytanie, dlatego nalezalo ja uzupelnic.

Zadanie 288. [Dwa krazki "jojo" nawiniete na koncach nici

przelozonej przez blok, warunek jednoczesnego spadania]

(WT = 2,46, LP R = 3). Zadanie mozna bylo rozwiazac

w dwóch linijkach, a rozmiary krazków nie mialy naj mniejszego

znaczenia. Pulapka sie udala - jedynym, który zauwazyl to juz

na samym poczatku (zreszta walczac z watpliwosciami), byl

G. Milos, natomiast pozostali meczyli sie strasznie, rozwiazujac

równania ruchu obrotowego. Rekordzista zapisal wzorami

Lagrange'a i innymi madrosciami ponad 6 stron tekstu,

otrzymujac skadinad prawidlowy wynik!
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Zadanie 294. [Minimalna predkosc kola zamachowego

polaczonego przegubowo z cialem poruszajacym sie wzdluz

prostej] (WT = 1,75, LPR = 3). Pan T. Wietecha rozwiazal

analitycznie równanie trzeciego stopnia wynikajace z warunku

minimalnej predkosci kola - trudno jednak powiedziec, ze dzieki

zastosowaniu wzorów Cardano rozwiazanie stalo sie bardziej

przejrzyste. Czy w jakimkolwiek problemie fizycznym wzory

te spelniaja kryterium praktycznej uzytecznosci? Pozostale

bezbledne rozwiazania - A. Idzik i M. Wójcicki.

Czerwone

na niebieskie

Ewa CZUCHRY

W dielektrykach indukcja elektryczna D dana jest wzorem

D =coE+P,

gdzie P oznacza wektor polaryzacji elektrycznej, a E natezenie zewnetrznego

pola elektrycznego, co jest przenikalnoscia elektryczna prózni. Polaryzacja
wiaze sie ze spowodowana przez pole elektryczne polaryzacja czasteczek,

tzn. kierunkiem ich ustawienia w stosunku do linii pola. Zaleznosc wielkosci

polaryzacji, opisujacej, jak duza czesc czasteczek zmienia kierunek ustawienia

pod wplywem pola elektrycznego, od wielkosci tego pola, jest opisywana ogólnie
jakas funkcja f

p = f(E).

Dla uproszczenia zalózmy, ze kierunek rozchodzenia sie fali oraz kierunek

wektora pola elektrycznego sa ustalone. Pozwala to nam zapisac zaleznosc
polaryzacji P od natezenia pola E w postaci

p = aE + bE2 + cE3 + ... ,

gdzie a, b, c, ... to pewne kolejne wspólczynniki rozwiniecia. Dla malych

natezen pola elektrycznego wazny jest tylko pierwszy, liniowy skladnik, zalezny
od wspólczynnika a. W niektórych rodzajach substancji mozna dla odpowiednio

duzych natezen zaobserwowac wplyw drugiego i wyzszych czynników. Jeden

z ciekawszych (i obserwowanych) efektów daje wspólczynnik kwadratowy

- czemu sie wlasnie chcemy przyjrzec. Zalózmy wiec, ze mamy do czynienia

z dielektrykiem kwadratowym, tzn. takim, w którym zachodzi zwiazek

p = aE + bE2, umieszczonym w polu elektrycznym fali elektromagnetycznej

o czestosci w

E = Eo cos(wt - kx),

gdzie x jest jednowymiarowa wspólrzedna, a k stala propagacji, zwiazana

z dlugoscia fal A zaleznoscia: k = 27r A. Wewnatrz dielektryka wyindukuje sie
pole polaryzacji

p = aEo cos(wt - kx) + bE5 cos2(wt - kx).

Przeksztalcajac cos2 (wt - kx) nastepujaco
1

cos2(wt - kx) = -(cos(2wt - 2kx) + 1),
2

otrzymujemy, ze
1 1

P = aEocos(wt - kx) + -bE5cos(2wt - 2kx) + -bE5.
2 2

Widzimy, ze pole polaryzacji mozna rozlozyc na trzy skladowe: podstawowa
o czestosci w, "druga harmoniczna" o czestosci 2w i stala. Najbardziej nas w tej

chwili interesuje czlon odpowiadajacy drugiej harmonicznej

PIl = P6I cos(2wt - 2kx).

Jest to fala polaryzacji o czestosci 2w i dlugosci lA. Propagujac sie w osrodku,
fala ta indukuje fale elektromagnetyczna o tej samej czestosci 2w, ale (z powodu

dyspersji równej zeru) innej stalej propagacji k'

cos(2wt - k' x).

Druga harmoniczna zostala wytworzona po raz pierwszy w 1961 roku

w krysztale kwarcu. Uzyto wtedy lasera rubinowego o mocy 10 kW.

x W poczatkowej wiazce swiatla o dlugosci fali Al = 694,3 nm (barwa czerwona)

otrzymano mala domieszke drugiej harmonicznej o dlugosci fali A2 = 347,2 nm

(nadfiolet). W tym pierwszym eksperymencie wydajnosc wynosila 10-8, obecnie

uzyskuje sie wielkosci rzedu 0,2, a doswiadczenie jest wykonywane powszechnie

w wielu laboratoriach. Lasery czerwone sa z wielu powodów duzo praktyczniejsze

od niebieskich, metoda powyzsza pozwala wiec z dobra wydajnoscia uzyskiwac

w laboratorium swiatlo niebieskie, potrzebne w innych doswiadczeniach.
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