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DLACZEGO? (3)

Aby przeanalizowac zachowanie ciagu, podanego

w poprzednim r-limatiasie, zacznijmy od analizy ciagów

skonstruowanych podobnie, ale znacznie prosciej.

Mam tu na mysli ciagi zwiazane z problemem Collatza

znanym potocznie jako problem 3n + 1. Znacie ten

problem? Jak znacie, to poczytajcie.

Niech funkcja g bedzie zdefiniowana jak nastepuje.

Aby otrzymac liczbe g(n), dzielimy liczbe 3n + 1 przez

najwieksza potege dwójki, przez jaka sie da. Do dzis

nierozstrzygnieta hipoteza przewiduje, ze zaczynajac od

dowolnej liczby n i iterujac funkcje g, zawsze dojdziemy do

jedynki. Innymi slowy, hipoteza ta glosi, ze ciag iteracji

nie trafi na cykl zlozony z liczb wiekszych od 1 ani nie
ucieknie do nieskonczonosci.

Hipoteza taka na pewno nie zachodzi dla ciagów bedacych

iteracjami funkcji f opisanej przed dwoma miesiacami,

gdyz znajdujemy lO-elementowy cykl jej iteracji: 47, 541,

1037, 5963, 2743, 701, 4031, 46357, 4231, 331, 47.

Trudno wyrobic sobie intuicyjny poglad na istnienie lub

nieistnienie takich cykli. Ale dobra intuicja moze pomóc

nam ocenic, czy ciag iteracji ma tendencje rosnaca czy
malejaca·

Przyjrzyjmy sie funkcji g zwiazanej z ciagami ,,3n + 1".

Interesuje nas zmiana wielkosci liczby po wykonaniu

operacji g. Co robi ta funkcja z liczba n? Po pierwsze

mnozy ja przez 3. Tym, ze dodaje 1, nie bedziemy

sobie zawracac glowy, jesli interesuje nas przypadek

duzych liczb n. Jesli n jest wartoscia funkcji g,

a tak jest, kiedy analizujemy wielokrotne iteracje

funkcji g, to jest liczba nieparzysta, zatem liczba

3n + 1 jest parzysta. Funkcja g na pewno podzieli ja

przez 2. Nie mamy teraz najmniejszych przeslanek,

aby rozstrzygac co do parzystosci liczby (3n + 1)/2,

mozemy wiec przyjac (intuicja!), ze bedzie ona parzysta

z prawdopodobienstwem 1/2. Wtedy funkcja g

podzieli ja przez 2 i otrzymamy znowu liczbe parzysta

z prawdopodobienstwem 1/2, wiec kolejne (trzecie)

dzielenie przez 2 bedzie mialo miejsce w 1/4 przypadków.

A z prawdopodobienstwem 1/8 bedzie mialo miejsce

takze czwarte dzielenie przez 2. Oczywiscie slowu

"prawdopodobienstwo" nie nadajemy tu scislego sensu,

wiec prosze nie pytac o przestrzen zdarzen elementarnych.

Podsumujmy: funkcja g mnozy nieparzysty argument

przez 3, na pewno dzieli wynik przez 2, w 1/2 przypadków

jeszcze raz przez 2, w 1/4 jeszcze raz itd. Oczekujemy wiec
srednio
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dzielen przez 2. Oczekiwac nalezy, ze funkcja g mnozy

(srednio!) argument przez 3/4, czyli ma dosyc wyrazna

tendencje malejaca. Ma tez, oczywiscie, losowe kaprysy,

które jednak na dluzsza mete musza zostac przezwyciezone

przez tendencje malejaca.

Czego wiec oczekujemy po 1000 iteracji funkcji g? Ze

przemnozy argument przez

(3) 10004: ::::; 1,1515 . 10-125,

czyli ze skróci go o okolo 125 cyfr - statystycznie ubywa

jedna cyfra co 8 iteracji.

Przewidywania te dobrze zgadzaja sie z doswiadczeniem.

Wylosowalem 1000 liczb nieparzystych z przedzialu

(10200; 1,001.10200), a nastepnie do kazdej z nich

1000 razy zastosowalem funkcje g. Najmniejsza

z otrzymanych liczb miala 25 cyfr (kolejna 36),

a najwieksza 118. Po odrzuceniu 5% najmniejszych

i 5% najwiekszych pozostale miescily sie w przedziale

53-97 cyfr. Polowa liczb miala 67-85 cyfr, a srednia

geometryczna wszystkich liczb wynosila 1,57· 1075.

Wystarczy wiec analogiczne rozumowanie zastosowac do

funkcji f.

Wartosci funkcji f sa niepodzielne przez 2, 3, 5
i 7. Rozwazmy wiec liczbe n niepodzielna przez

zadna z powyzszych liczb. Wówczas liczba 23n + 1

na pewno dzieli sie przez 2, przez 3 dzieli sie

z prawdopodobienstwem 1/2, przez 5 z'1/4, przez 7 z 1/6.

Wezmy pod uwage siódemke. Liczba 23n + 1 dzieli sie

przez 7 z prawdopodobienstwem 1/6, po raz drugi podzieli

sie przez 7 z prawdopodobienstwem 1/42, po raz trzeci

z 1/294 itd. Srednio oczekujemy podzielnosci przez 7

w potedze

1( 1 1 1 ) 76 1 + "7 + 49 + 343 + ... = 36'

Podobnie oczekujemy, ze operacja f wykona 5/16 dzielenia

przez 5, 3/4 dzielenia przez 3 i 2 dzielenia przez 2.

Nalezy wiec oczekiwac, ze wykonanie operacji f srednio

mnozy argument przez
23

::::;1,0449,

co oznacza tendencje do przyrostu jednej cyfry co okolo

52,427 iteracji funkcji f. Po 15,6 milionach iteracji ten

efekt powinien wiec dac przyrost rzedu 300 tysiecy cyfr!!!

Powinien wiec zdominowac wszelkie lokalne wahania.

Po wielu milionach iteracji ciag, o ile od razu nie wpadl

w jakis cykl, powinien zawedrowac w setki tysiecy cyfr!!!

DLACZEGO wiec tego nie zrobil?

DLACZEGO?

MIEDZY NAMI OSZUSTAMI (24')

Wyjasnienie oszustwa (24):

Nie jest prawda, ze szescianiki w przeciwleglych narozach

maja ten sam kolor - maja rózne kolory! Tak wiec

usuwajac przeciwlegle naroza, pozostawiamy 255

szescianików bialych i tylez czarnych. Wnikliwy Czytelnik

bez trudu znajdzie sposób podzialu danej figury na

prostopadlosciany 1 x 1 x 2.
JWR
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