
Klub 44

LI LI
I I

Termin nadsylania rozwiazan:
31 VIII 2001

-A

-E'
-E

-A'Rys. l

R1

R2

12 V

Rys. 2

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydzialu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Skrót regulaminu
Kazdy moze nadsylac rozwiazania zadan z numeru n w terminie do konca miesiaca n + 2. Szkice

rozwiazan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylac rozwiazania czterech, trzech, dwóch

lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robic co miesiac lub z dowolnymi

przerwami. Rozwiazania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesylac w oddzielnych kopertach,

umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali od O

do l z dokladnoscia do 0,1. Ocene mnozymy przez wspólczynnik trudnosci danego zadania:

WT = 4 - 3S / N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwiazania tego zadania, a N - liczbe osób,

które nadeslaly rozwiazanie chocby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M

lub F) - i tyle punktów otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktów, w dowolnym czasie

i w którejkolwiek z dwóch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka

punktów jest zaliczana do ponownego udzialu. Trzykrotne czlonkostwo - to tytul Weterana.

Szczególowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2001.

Zadania z fizyki nr 320, 321

Redaguje Jerzy B. BROJAN

320. Na rysunku 1 dane sa cztery punkty A, E, A' i E'. Opisac konstrukcje

geometryczna pozwalajaca wyznaczyc ogniska cienkiej soczewki, dla której obrazem

rzeczywistym punktu A jest A', a obrazem rzeczywistym E jest E'.

321. "Czarna skrzynka" z czterema wyjsciami zawiera wylacznie oporniki. Wlaczono

ja do obwodu przedstawionego na rysunku 2 i okazalo sie, ze przy otwartym kluczu

natezenie pradu czerpanego z baterii wynosilo 3 A, a pradu plynacego przez opornik

R3 wynosilo 1,8 A. Jesli przy zamknietym kluczu obwód czerpie z baterii prad

o natezeniu 4 A, to ile wynosi wtedy natezenie pradu plynacego przez opornik R3?

Opór jednego z oporników i SEM baterii sa podane na rysunku 2.

Rozwiazania zadan z fizyki z numeru 2/2001

Przypominamy tresc zadan:

312. Równia pochyla o kacie nachylenia a spoczywala na poziomej powierzchni, a na niej polozono

klocek o masie znacznie wiekszej niz masa równi. Wspólczynnik tarcia miedzy równia a klockie111

wynosi j" a miedzy równia a podlozem - h. Jaki warunek musza spelniac wymienione parametry,

aby równia ruszyla z miejsca? Jesli ten warunek jest spelniony, to ile wynosi przyspieszenie równi?

313. Fala dzwiekowa biegnie w atmosferze Ziemi (lub innej planety) w góre, przechodzac kolejno

przez warstwy coraz bardziej rozrzedzone. Co sie stanie z energia tej fali, gdy gestosc bedzie znikomo

mala (praktycznie rzecz biorac, bedzie to juz próznia)?

Poniewaz mase równi mozna pominac, wiec po jej

ruszeniu z miejsca wypadkowa sila dzialajaca na nia

musi byc równa zeru. Nierównosc (1) musi wtedy przejsc

w równosc, co na pierwszy rzut oka wydaje sie sprzeczne

z warunkiem (2). Jedynym mozliwym rozwiazaniem tej

pozornej sprzecznosci jest N = T = O, co oznacza, ze klocek

spada swobodnie. Przyspieszenie równi wynosi wtedy
a = gctga.

312. Aby równia ruszyla z miejsca, przede wszystkim

musi ruszyc z miejsca klocek, zatem sila nacisku klocka na

równie N (skierowana prostopadle do równi) i sila tarcia T
(skierowana równolegle do niej) sa zwiazane równaniem

T=hN.

Pionowa skladowa wypadkowej sil N i T jest równa

N cos a + T sin a = N (cos a + h sin a), a pozioma skladowa

jest równa N sin a - T cos a = N (sin a - h cos a); widzimy,

ze równia ruszy, jesli

(1) N (sin a - h cos a) > hN (cos a + h sin a),

czyli

(2) sina - h cosa > h(cosa + fI sina).

Czolówka ligi zadaniowej
Klub 44 F

po uwzglednieniu ocen rozwiazan

zadan 310 (WT=1,53) i 311 (WT=3,73)
z numeru 1/2001

Po raz pierwszy w historii Klubu 44 F

zaliczona zostala czwarta tura naszego

konkursu. Gratulacje dla Nadklubowicza

IV Rangi - Andrzeja 1dzika, wraz

z serdecznymi zyczeniami jeszcze wielu

rozwiazanych zadan!

Andrzej Idzik

Andrzej Nowogrodzki
Aleksander Surma

Tomasz Rudny
Jacek Piotrowski
Tomasz Wietecha

Marian Lupiezowiec
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- Chocian6w
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- Rzesz6w

- Tarn6w

- Zebrzydowice

44,67

38,32
37,39
28,28

20,48
20,37

15,76

313. Podczas rozchodzenia sie fali dzwiekowej gaz ulega sprezaniu i rozprezaniu,

zatem rosnie i maleje jego temperatura. Zwykle pomija sie przeplyw ciepla od miejsc

ogrzanych do miejsc ochlodzonych (zaklada sie, ze przemiana jest adiabatyczna) - jesli

jednak nastepuje szybki przeplyw ciepla, to wynikajace stad rozproszenie energii bedzie

prowadzic do tlumienia fali i ogrzewania gazu. Tak sie dzieje w gazie rozrzedzonym,

gdyz duza jest wtedy srednia dlugosc swobodnej drogi czasteczek miedzy zderzeniami

i przelatuja one od miejsca cieplejszego do chlodniejszego bez zwloki wynikajacej ze

zderzen. Omawiany mechanizm tlumienia bedzie szczególnie silny wtedy, gdy srednia

droga swobodna zblizy sie do dlugosci fali (dla fali o czestotliwosci 1 kHz w powietrzu

o normalnej temperaturze nastapi to przy cisnieniu rzedu 0,1 Pa).

Inne zjawisko wynika stad, ze jesli energia fali mialaby byc zachowana, to w miare

spadku cisnienia (i gestosci) musialaby rosnac amplituda drgan, co powodowaloby

coraz bardziej stromy przebieg narastania cisnienia, a w koncu - fale uderzeniowa.

Powstajace przy tym turbulencje (wiry) takze prowadzilyby do rozproszenia energii.

14



Termin nadsylania rozwiazan:
31 VIII 2001

,• 44
Zadania z matematyki nr 423, 424

Redaguje Marcin E. KUCZMA

423. Na plaszczyznie dane sa dwa okregi przecinajace sie w punktach A i B. Dowiesc,

ze istnieja cztery punkty Zl, Z2, Z3, Z4 o nastepujacej wlasnosci: jezeli w jest

dowolnym okregiem stycznym do obu danych okregów (punkty stycznosci: P i Q) oraz

przecinajacym prosta AB (punkty przeciecia: X i Y), to kazda z prostych PX, PY,
QX, QY przechodzi przez jeden z punktów Zi.

424. Wyznaczyc wszystkie funkcje f: JR -> JR spelniajace warunki: f(2) = 2 oraz

f(xy) = x3 f(y) + y2 f(x) + x3y + xy2 - xy dla x, y E JR.

Zadanie 424 zaproponowal pan Józef Banas z Rzeszowa.

Rozwiazania zadan z matematyki z numeru 2/2001

Przypominamy tresc zadan:

ma rozwiazanie w liczbach rzeczywistych x, y, z.

415. Wyznaczyc wszystkie trójki dodatnich liczb rzeczywistych

a, b, c, dla których uklad równan

416. W kartezjanskim ukladzie wspólrzednych przestrzeni

trójwymiarowej rozwazamy zbiór X wszystkich punktów

o wspólrzednych calkowitych nieujemnych. Dwa punkty zbioru X

y z a
-+-=
z y x

z x b
-+--
x z y

x y c
-+-
y x z

bedziemy nazywac stowarzyszonymi, gdy sumy ich wspólrzednych

sa równe, a ich odleglosc wynosi V2. Wyznaczyc wszystkie funkcje

f: X -; IR spelniajace warunki:

- jesli punkt P E X ma co najmniej jedna wspólrzedna równa zeru,

to f(P) = O:

- jesli punkt P E X ma wszystkie wspólrzedne dodatnie, to

f(P) = 1 + ~ (f(P,) + f(P2) + f(P3) + f(P4) + f(P5) + f(P6))'

gdzie Pl, ... l P6 sa szescioma punktami stowarzyszonymi z P.

415. Niech a, b, c bedzie trójka liczb dodatnich, dla której

podany uklad równan ma rozwiazanie x, y, z. Liczby
x, y, z sa rózne od zera. Mnozymy kolejne równania

ukladu odpowiednio przez x, y oraz z, otrzymujac
zaleznosci

Zatem b + c - a = 2u > O, czyli

(3) b + c > a; podobnie c + a > b, a + b > c.

Na odwrót, jesli liczby dodatnie a, b, c spelniaja

nierównosci (3), to uklad równan (1)'ma rozwiazanie

w liczbach dodatnich U, v, w. Liczby x = y'vW, y = ..;wu,

z = vuv spelniaja wówczas zwiazki (2), a wiec takze
i rozwazany w zadaniu uklad równan.

Tak wiec warunkiem koniecznym i dostatecznym istnienia

rozwiazania owego ukladu równan jest, by liczby a, b, c

byly dlugosciami boków pewnego trójkata.

c = U + v,b = w +u,a = v + w,(1)

gdzie

(2) u = yz/x, v = zx/y, w = xy/z.

Zauwazmy, ze liczby u, v, w maja jednakowy znak. Ze

zwiazków (1) wynika, ze sa to liczby dodatnie.

Pan Bartlomiej Dyda konczy druga

czterdziestoczteropunktowa runde.

Czolówka ligi zadaniowej
Klub 44 M

po uwzglednieniu ocen rozwiazan

zadan 407 (WT=1,33) i 408 (WT=2,30)
z numeru 10/2000

Bartlomiej Dyda

Bartlomiej Marczak
Pawel Kubit
Piotr Kumor

Przemyslaw Gadzinski

- Wroclaw
- Warszawa

- Kraków

- Olsztyn
- Sroda S1.

44,13

43,08
41,03
38,31

34,87

416. Wykazemy, ze istnieje co najwyzej jedna funkcja spelniajaca podane warunki.

Przypuscmy, ze fr, h sa dwiema takimi funkcjami. Ich róznica h = fr - h spelnia

równanie jednorodne
1

(4) h(P) = 6" (h(Pr) + ... + h(P6)) dla P = (x, y, z), xyz> O,

z warunkiem brzegowym h(x, y, z) = O gdy xyz = O. Ustalmy liczbe naturalna

n> 1 i wezmy pod uwage zbiór Xn zlozony z tych punktów (x,y,z) E X, których

suma wspólrzednych jest równa n. Jest to zbiór skonczony, wiec wsród wartosci

przyjmowanych na nim przez funkcje h istnieje liczba najwieksza i liczba najmniej sza.

Jesli którakolwiek z tych wartosci ekstremalnych jest przyjmowana w punkcie P

o wspólrzednych dodatnich, to wobec warunku (4) ta sama wartosc jest tez

przyjmowana we wszystkich szesciu punktach stowarzyszonych z P. Powtarzajac

rozumowanie, jestesmy w stanie dotrzec do punktów "brzegowych" zbioru Xn, tzn.

punktów z co najmniej jedna wspólrzedna zerowa. Wartosc funkcji h w takim punkcie

jest równa zeru. Stad wniosek, ze h jest funkcja tozsamosciowo równa zeru, czyli
fr = h; mamy jednoznacznosc.

Z drugiej strony, nietrudno sie przekonac, ze funkcja

3xyz
(5) j(x,y,z) == ---- dla (x,y,z) -I- (0,0,0), j(O,O,O) == O,

x+y+z

spelnia zadane równanie; jesli bowiem P = (x,y,z) E X, xyz> O, to szescioma

punktami Pi stowarzyszonymi z P sa: (x+l,y-l,z), (x-l,y+l,z), itd.; sprawdzenie,

ze wartosc f(P) wyraza sie przez f(Pr), ... , f(h) tak, jak wymaga warunek zadania,

to kwestia prostego rachunku. Zatem funkcja f dana wzorem (5) jest jedyna funkcja
spelniajaca postulowane warunki.

(To juz cale rozwiazanie; ale jak wpasc na wzór (5)? Na przyklad obliczajac wartosci f
w punktach zbiorów Xn, kolejno dla n = 3,4, 5, 6, 7 - dla ustalonego n problem

sprowadza sie do ukladu równan liniowych; sporzadzenie tabelki wartosci w punktach

o sumie wspólrzednych nie wiekszej niz 7 pozwala odgadnac wzór (5).)
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