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DLACZEGO? (11/2)

Dzis tylko krótkie pytanie:

DLACZEGO cyfra jednosci liczby a2040 jest 9? Przeciez

cyfry jednosci wszystkich liczb an dla 3 :<:; n :<:; 2039 sa

siódemkami. A koncówki dwu-, trzy- i czterocyfrowe tez

wykazuja daleko idaca regularnosc.

DLACZEGO ta regularnosc nagle sie psuje,
DLACZEGO?

MIEDZY NAMI OSZUSTAMI (25)

TWIERDZENIE: Dowiesc, ze dla dowolnej liczby

calkowitej dodatniej n oraz dowolnych liczb rzeczywistych

Xl, X2, ... ,Xn zachodzi nierównosc

Dowód: Dana w tresci twierdzenia nierównosc jest
równowazna nierównosci

czyli

:<:;~t(X7-lxil) ,
i=l

co daje sie zapisac w postaci

f (xo) :<:; ~ t f (Xi) ,
i=l

n

gdzie Xo = * 2: Xi oraz f(x) = X2 - lxi. Tak okreslona
i=l

funkcja f jest ciagla. Ponadto dla X 2: O mamy

f(x) = X2 - x, skad f"(x) = 2, przy czym w zerze

funkcja f ma prawostronna pochodna rzedu drugiego

równa 2. Podobnie dla X :<:; O mamy f(x) = x2 + X, skad

f" (x) = 2, a przy tym w zerze funkcja f ma lewostronna

pochodna rzedu drugiego równa 2. Poniewaz pochodne

drugiego rzedu lewo- i prawostronna w punkcie zero

sa obie równe 2, zatem f" (O) = 2, skad ostatecznie

f"(x) = 2 > O dla kazdego x. Zatem f jest wypukla i na

mocy nierównosci J ensena zachodzi (4.), czego nalezalo
dowiesc.

MIEDZY NAMI OSZUSTAMI (26)

TWIERDZENIE: W czworokat wypukly mozna wpisac

okrag wtedy i tylko wtedy, gdy sumy przeciwleglych boków

czworokata sa równe.

Dowód: Zalózmy, ze w czworokat mozna wpisac okrag.

Wtedy z równosci czterech par odcinków zaznaczonych

na rysunku 1 wynika równosc AB + CD = AD + BC,

co konczy dowód wynikania w jedna strone·

W celu przeprowadzenia dowodu drugiego wynikania

zalózmy, ze dany jest czworokat wypukly ABCD,

w którym AB + CD = AD + BC. Wykazemy, ze mozna

wpisac w niego okrag. Wpiszmy w kat BAD okrag zawarty

w czworokacie i styczny do jednego z bóków BC lub CD

(bez szkody dla ogólnosci mozemy zalozyc, ze jest to

bok CD). Okrag taki uzyskujemy przecinajac dwusieczna

kata A dwusiecznymi katów B i D, a nastepnie biorac za

srodek okregu punkt przeciecia blizszy wierzcholkowi A

(rys. 2). Jezeli okrag jest styczny do boku BC, dowód
jest zakonczony. W przeciwnym przypadku prowadzimy

z punktu B styczna do okregu, az do przeciecia C'

z bokiem CD (rys. 3). Wówczas w czworokat ABC' D jest

wpisany okrag, zatem na mocy juz udowodnionej czesci
twierdzenia

AB+C'D = AD+ BC'.

Poniewaz DC' < DC oraz BC' > BC, otrzymujemy

AB+CD > AB+C'D = AD+BC' > AD+BC

wbrew zalozeniu. Dowód twierdzenia jest zakonczony.
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