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Jesli Bolek i Lolek w tym samym momencie wyruszaja z linii startowej, przy

czym w kazdym punkcie drogi predkosc Lolka jest mniejsza niz predkosc Bolka

w tym samym punkcie drogi (patrz rysunek 1), to Bolek przebedzie wieksza

droge niz Lolek. Gdybysmy chcieli zapisac to nieco scislej, moglibysmy napisac

np. tak:

Fakt 1. Niech VI oraz V2 beda predkosciami, z jakimi zmieniaja sie

w czasie wielkosci SI oraz S2, odpowiednio. Jesli w chwili poczatkowej

wielkosci SI i S2 sa równe: Sl(O) = S2(0) oraz V1(S) ::; V2(S) dla

kazdego s, to Sl(t) ::; S2(t) w kazdej chwili t 2: O.

Rozwazmy teraz sytuacje, gdy Bolek biegnie z predkoscia dana wzorem:

V2 (s) = -s + c, gdzie c to jakas stala dodatnia. Jesli Bolek znajduje sie przed

punktem c (s < c), to biegnie z predkoscia dodatnia, czyli w kierunku punktu c

(rys. 2). Jesli natomiast jest za punktem c (s> c), to biegnie z predkoscia
ujemna, czyli ... tez w strone c. I chociaz do samego punktu c nie dobiegnie

w zadnym skonczonym czasie (patrz "Trudnosci wujka Zenona", Delta 6/2000),

to latwo spostrzec, ze znajdzie sie dowolnie blisko punktu c po odpowiednio

dlugim czasie. Co z tego wynika dla Lolka, którego predkosc spelnia nierównosc:

vd s) ::; -s + c? Oczywiscie to, ze po odpowiednio dlugim czasie Lolek znajdowac
sie bedzie tylko w punktach x < CI, gdzie CI to dowolna liczba wieksza od c. Jesli

ponadto zalozymy, ze s nie moze osiagac wartosci ujemnych (bo np. w s = O

stoi sciana, a linia startowa zaczyna sie w pewnym s > O; rys. 3), to nasze

spostrzezenie wyrazic mozemy nastepujaco:

Fakt 2. Niech V oznacza predkosc zmiany w czasie wielkosci s,

przyjmujacej tylko nieujemne wartosci. Jesli v spelnia nierównosc

v(s) ::; -s + c dla pewnej stalej c> O, to s(t) E [O, CI] dla kazdej stalej

CI > c i dla wszystkich odpowiednio duzych wartosci czasów t.

Innymi slowy, Lolek, biegnacy z opisana wyzej predkoscia, wpada po pewnym

czasie do odcinka [O, CI] i juz tam pozostaje. Dzieje sie tak bez wzgledu na to,
skad Lolek startowal.

* * *

Rys. 2

Rys. 3

Dokladniej: uklad, jaki badal Lorenz,
mial postac

{ V1 = -1081 + 1082
V2 = 28;1 - 82 + 8183

V3 = -3"83 - 8182

Po podstawieniu zamiast 83

wielkosci 83 - 38 otrzymamy jednak uklad

rozwazany obok.

Nie byloby sensu w formulowaniu powyzszego faktu, gdyby nie to, ze mozna

go wykorzystac nie tylko w odniesieniu do wyscigów biegaczy. Zastosujemy go

mianowicie do pewnego ukladu równan, który stal sie symbolem naszych klesk

w przewidywaniu pogody, a wiazac z soba modne tematy, takie wlasnie jak

pogoda, porazka i chaos, zyskal swiatowa slawe. Mowa o modelu Lorenza. Model

ten pojawil sie przy opisie zjawisk unoszenia cieplego powietrza w atmosferze.

Poczatkowo uklad równan (rozwazany jeszcze przez Saltzmana) byl dosc

skomplikowany, Lorenz jednak uproscil go do nastepujacej postaci, w której

VI, V2, v3 to predkosci, z jakimi zmieniaja sie w czasie pewne wielkosci SI, S2, S3:

{VI = -10S1 + lOs2

v2 = -10s1 - s2 + sls3 .

8 114
V3 = --S3 - SlS2 + -

3 3

Interesowac nas bedzie to, co dzieje sie z rozwiazaniami, czyli wielkosciami

Sl(t), S2(t), S3(t) wyrazonymi jako funkcje czasu, dla bardzo duzych t. Zeby sie

tego dowiedziec, pomnózmy teraz pierwsze równanie przez SI drugie przez S2,

a trzecie przez S3 i dodajmy stronami. Otrzymamy

2 2 8 2 114
SlV1 + S2V2 + S3V3 = -lOs1 - S2 - -S3 + -S3'3 3

Poniewaz (S3 - 5n2 2: O, wiec

114 2 (57)23S3 ::; s3 + 3
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Rys.5

Widac, ze otrzymana nierównosc rózni sie

od nierównosci z faktu 2 o czynnik 1/2.

Widac tez, ze czynnik ten nic istotnego
nie zmienia poza tym, ze stala CI musi

byc teraz wieksza od 2c.

2 2 2 3249

(*) 81V1 + 82V2 + 83V3 ~ -(81 + 82 + 83) + -g-o
Zastanówmy sie teraz, co wyraza lewa strona powyzszej nierównosci, tzn. jakie

znaczenie ma iloczyn pewnej wielkosci i predkosci jej zmiany: 8V. Gdyby 8

bylo po prostu droga, a v predkoscia, to taki iloczyn mialby wymiar: metr

kwadratowy na sekunde i wyrazalby predkosc zmiany pola. Ta fizyczna intuicja

podpowiada, ze iloczyn 8V powinien miec jakis zwiazek z kwadratem wielkosci 8.

Jest tak w istocie. Spójrzmy bowiem na rysunek 4.

Zakladamy, ze wielkosc 8 wzrosla w malym przedziale czasu 6.t o 6.8. Wtedy

przyrost 6.82 jest równy w przyblizeniu sumie pól dwóch zakreskowanych

prostokatów, bo szary kwadracik mozemy zaniedbac. Pole jednego z takich

prostokatów wynosi 8·6.8. A wiec 8 . ~:' czyli V8, to predkosc zmiany

wielkosci ~82. Korzystajac z tego mozemy nierównosc (*) zapisac w postaci
1
2V(8) ~ -8 + c.

gdzie 8 = 8i + 8~ + 8~, c = 32949, a v to predkosc, z jaka 8 zmienia sie w czasie.
Z faktu 2 wynika, ze po odpowiednio duzym czasie 8(t) znajdzie sie w przedziale

[O,R2], gdzie R2 to jakakolwiek stala wieksza od c. Zauwazmy, ze oznacza to,
iz punkt tak poruszajacy sie w przestrzeni trójwymiarowej, ze jego wspólrzedne

opisuja rozwiazanie ukladu Lorenza w chwili t: (81(t), 82(t), 83(t)), znajdzie

sie po odpowiednio duzym czasie w kuli o srodku w zerze i promieniu R.

Uzyskalismy wiec nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie. Kazda kula K(O, R) o srodku w zerze i promieniu

R> )2. 32949pochlania rozwiazania (81,82,83) ukladu
równan Lorenza, tzn. po odpowiednio dlugim czasie T
punkt (81(t),82(t),83(t)) nalezy do K(O,R) dla kazdego t > T.

Wiemy juz teraz, ze rozwiazania ukladu Lorenza "siedza" od pewnego momentu

w jakiejs kuli. Uzywajac troche bardziej subtelnych metod, mozna wykazac

wiecej: istnieje pewien ograniczony zbiór A C JR3 (rys. 5), który przyciaga

rozwiazania (znajduja sie one dowolnie blisko tego zbioru po odpowiednio duzym

czasie) oraz sam ten zbiór jest niezmienni czy, tzn. gdy w chwili poczatkowej

(81 (0),82 (0),83 (O)) E A, to (81 (t), 82 (t), 83 (t)) E A dla kazdego t. Zbiór A jest

zatem atraktorem. Punkty (81 (t), 82 (t), 83 (t)) poruszaja sie po nim w bardzo

chaotyczny sposób i dlatego nazywany jest on dziwnym atraktorem. Skoro

wszystkie rozwiazania zblizaja sie do tego zbioru, po pewnym czasie one równiez

zachowuja sie w sposób chaotyczny. Jak sie jednak o tym przekonac, to juz

zupelnie inna historia.

czyli
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Rys.4

n= :kkl = (:lf = 295,

gdzie Ek i Ehl ~ energia kinetyczna neutronu przed i po zderzeniu.

Podczas drugiego zderzenia energia neutronu zmieni sie takze n razy, czyli

Ek 2 625
-- = n = -- razy.
Ek2 81

Rozwiazanie zadania F 555.

Predkosc neutronu po zderzeniu z pierwszym jadrem helu jest wyznaczona

z prawa zachowania energii i pedu

mv2 mvi Mu2.

-2-=-2-+-2- l mv=Mu-mvl,

gdzie m - masa neutronu, M - masa jadra helu, v - predkosc neutronu

przed zderzeniem, VI - predkosc neutronu po zderzeniu z jadrem helu,
u - predkosc jadra helu po zderzeniu. Uwzgledniajac, ze M = 4m

otrzymujemy VI = (3/5)v. Wobec tego, przy jednokrotnym zderzeniu

neutronu z nieruchornym jadrem helu energia kinetyczna neutronu zmieni

sie n razy

Rozwiazanie zadania M 966.

Zalózmy, ze na poczatku n czesci bylo zarosnietych chwastem.

Zauwazmy, ze po kazdym zarosnieciu jednej czesci pola dlugosc

brzegu zarosnietego obszaru zmniejsza sie co najmniej o 2.

Po zarosnieciu calego pola dlugosc brzegu obszaru zarosnietego

zmniejszy sie co najmniej o 2(100 - n). Poniewaz czesci w rogu

sasiaduja tylko z dwiema czesciami, wiec musza one byc

na poczatku zarosniete. Zauwazmy, ze z dwóch sasiednich

czesci na brzegu pola co najmniej jedna musi byc zarosnieta.

Z ostatnich dwóch zdan wynika, ze na kazdym brzegu pola

znajduja sie co najmniej dwie sasiadujace klatki, które sa na

poczatku zarosniete. Stad na poczatku dlugosc brzegu obszaru

zarosnietego wynosi co najwyzej 4n - 4. Cale pole ma brzeg

dlugosci 100. Wynika stad, ze (4n - 4) - 2(100 - n) ~ 40, czyli

n ~ 40 ~. Stad teza.

Uwaga: Czy 41 to najlepsze oszacowanie? A jak to jest dla pól

innych rozmiarów?
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