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ZADANIE 1: Czy szachownice o wymiarach 8x8

z usunietym naroznym polem mozna wypelnic

prostokatnymi klockami o wymiarach 3 x l?

Rozwiazanie:

Ponumerujmy pola szachownicy jak na rysunku 1.

Wówczas kazdy klocek umieszczony na szachownicy

pokrywa trzy pola z róznymi numerami. Nietrudno

policzyc, ze sposród 63 pól szachownicy 21 ma numer l,
22 maja numer 2, 20 ma numer 3. Kazda figura

wypelniona klockami ma równa liczbe pól z kazdym

z numerów, zatem zadane pokrycie szachownicy

rozlacznymi klockami nie jest mozliwe.

ZADANIE 2: Czy szachownice o wymiarach 50 x 51

z usunietymi polami z trzech narozy mozna wypelnic

prostokatnymi klockami o wymiarach 3 x l?

Rozwiazanie:

Numerujemy szachownice jak w poprzednim zadaniu

(na rysunku 2 pokazano numeracje w poblizu narozy).
Uwazne przeliczenie pokazuje, ze pól z kazdym

z trzech numerów 1,2,3 jest tyle samo, a mianowicie

849. Zatem szachownice mozna pokryc 849 klockami

o wymiarach 3 x 1.
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ZADANIE: Dowiesc, ze dla dowolnych liczb

rzeczywistych dodatnich a, b, c, d, e zachodzi nierównosc

~ijC+Wijd+~*+Wija+~%~

~ J5(a+b+c+d+e).

Niech Xl ~ X2 ~ ... ~ Xn oraz Yl, Y2, ... , Yn beda liczbami

rzeczywistymi. Rozwazamy wszystkie liczby postaci

5<7 = X1Y<7(1) + X2Yd2) + + XnYCI(n) , gdzie u jest

permutacja zbioru {l, 2, , n}. Wówczas dla permutacji

u, dla której Ydl) ~ Y<7(2) ~ ... ~ Y<7(n), liczba 5CI

jest najwieksza. Natomiast dla permutacji, dla której

YCI(l) :::: YCI(2) :::: ... :::: Y<7(n), liczba 5CI jest najmniejsza.

(28) Idea dowodu twierdzenia:

Jezeli dla danej permutacji u istnieje takie

k E {l, 2, ... , n - l}, ze Y<7(k) > Y<7(k+l), to dla permutacji

u' okreslonej wzorem u' (i) = u( i) dla i ~ {k, k + l},

u'(k) = u(k + l), u'(k + l) = u(k) zachodzi nierównosc

5<7':::: 5<7'

Przechodzimy teraz do rozwiazania zadania. Bez

szkody dla ogólnosci rozumowania mozemy zalozyc, ze

a ~ b ~ c ~ d ~ e. Wówczas ~ ~ ttb ~ ~ ~ W ~ ~
i na mocy twierdzenia o ciagach jednomonotonicznych

~ijC+Wijd+~*+Wija+~%~

<~ija+W%+~ijC+Wijd+~*=

= va+ vb+ vc+ Vd+ v'e,

gdyz ija~ W ~ ijC ~ W ~ ije.

Poniewaz funkcja f(x) = Vi jest wklesla, z nierównosci

Jensena otrzymujemy

f( a) + f (b) + f (c) + f (d) + f (e) ~ f (a + b + c + d + e) ,
Uwaga: . 5 5

Wartosc najwieksza (i odpowiednio najmniejsza) co daje

liczby 5CI moze byc przyjmowana takze dla innych va + vb + VC+ Vd+ v'e < 5 Ia + b + c + d + e =permutacji, jesli np. Xl = X2, to najwieksza wartosc ~ - V
liczby 5<7 daje takze kazda permutacja, dla której = J5(a+ b+ c + d+ e).Tym samym dowód danej

Y<7(2) ~ YCI(l) ~ YCI(3) ~ YCI(4) ~ ... ~ Y<7(n) . w zadaniu nierównosci zostal zakonczony.

Nastepny r-limatias bedzie poswiecony liczbie 47, a wyjasnienia oszustw zamiescimy za dwa miesiace.

TWIERDZENIE.

Rozwiazanie:

Wykorzystamy nastepujace twierdzenie o ciagach

jednomonotonicznych.
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Korespondencje do r-limatiasu prosimy kierowac pod adresem:
Jaroslaw Wróblewski, Instytut Matematyki Uniwersytetu Wroclawskiego, Plac Grunwaldzki 2/4, 50-384 WROCLAW: e-mail: jwr@math.uni.wroc.pl
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