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Jacek MIEKISZ W 1762 roku Jean Jacques Rousseau napisal: "Mysliwi bioracy udzial

w polowaniu na jelenia sa w pelni swiadomi, ze aby go upolowac, musza byc

lojalni wobec siebie i pozostac na swoich posterunkach. Jezeli jednak zajac

przebiegnie w poblizu jednego z nich, nie ma watpliwosci, ze mysliwy ten

ruszy za pewna zdobycza, doprowadzajac do fiaska polowanie na jelenia."

Przetlumaczmy to na jezyk wspólczesnej teorii gier. Aby sprecyzowac model

teoriogrowy, musimy okreslic zbiór graczy I = {l, ... ,n}, zbiór dostepnych

im strategii Si = {l, ,md, i = 1, ... ,n oraz funkcje wyplat Ui : S ---+ lR,

gdzie S = SI X S2 X X Sn; wyplata kazdego gracza zalezy nie tylko od jego

strategii, lecz równiez od strategii wszystkich jego oponentów, to znaczy profilu

strategii S. W naszym przypadku kazdy z dwóch mysliwych ma do dyspozycji

dwie strategie: jelenia (J) albo zajaca (Z). Aby podac funkcje wyplat, musimy
wpierw przypisac obu nieszczesnym zwierzetom okreslona wartosc. Niech jelen

bedzie wart 10 jednostek ekonomicznej uzytecznosci, a zajac 3. Upolowany

jelen dzielony jest równo miedzy dwóch graczy ze strategia J, zajac przypada

w calosci kazdemu graczowi ze strategia Z. Funkcja wyplat przybiera wtedy

postac macierzy 2 x 2, której element Uij jest wyplata gracza pierwszego

(wierszowego) grajacego strategia i, podczas gdy gracz drugi (kolumnowy) gra

strategia j:

Definicja. X = (Xl,'" , Xn) E S jest równowaga Nasha, jesli dla kazdego

1::; i ::;n i A E Si Ui(Xl, ... ,Xi,"" Xn) ~ Ui(Xl, ... ,A, ... , Xn), gdzie Xi E Si'

Pojawia sie naglace pytanie: Jak grac? John Nash zaproponowal nastepujaca

definicje równowagi. W równowadze Nasha, przy ustalonych strategiach

przeciwników, zadnemu z graczy nie oplaca sie zmienic swojej strategii.
Formalnie:

Gra jest symetryczna, co oznacza, ze wyplaty gracza drugiego sa dane przez

macierz transponowana do U. Gra jest rozgrywana w ten sposób, ze gracze

jednoczesnie oglaszaja swoje strategie i dostaja odpowiednie wyplaty. Macierz

wyplat jest znana kazdemu graczowi, który wie, ze kazdy z jego oponentów ja

zna, wie, iz jego oponenci wiedza, ze on ja zna ...

W naszym przykladzie mamy dwie równowagi Nasha: (J,J) i (Z, Z). Stajemy

wiec przed problemem wyboru jednej z nich. Pierwsza równowaga daje nam

najwieksze wyplaty, druga natomiast jest dominujaca ze wzgledu na ryzyko 

pojecie zaproponowane przez Seltena i Harsanyi'ego. Zakladamy, ze przeciwnik

z jednakowym prawdopodobienstwem 1/2 zagra jedna z dwóch strategii.

Wybieramy strategie, która daje nam wieksza wartosc srednia. W naszym

przypadku srednia wyplata dla strategii Z wynosi (3 + 3)/2 i jest wieksza od

sredniej wyplaty dla strategii J równej (5 + 0)/2.

Warto wspomniec, ze za swój wklad w teorie gier John Nash, Reinhard Selten

i John Harsanyi zostali uhonorowani w 1994 roku Nagroda Nobla z ekonomii.

Ostatnio zostalo zaproponowanych kilka modeli dynamicznych, w których tylko

niektóre równowagi Nasha danej gry sa stabilnymi punktami stacjonarnymi,

a wiec zostaja wybrane. Badaniem dynamicznego dochodzenia do równowag

Nasha zajmuje sie ewolucyjna teoria gier, o której, byc moze, napiszemy

w przyszlosci.

Wnikliwy Czytelnik zada oczywiscie pytanie, czy kazda gra ma równowage

Nasha. W odpowiedzi poprosimy wnikliwego Czytelnika o skonstruowanie dwóch

gier niemajacych równowag Nasha: symetrycznej gry z trzema strategiami oraz

gry niesymetrycznej (wyplaty dla gracza wierszowego i kolumnowego dane sa

przez dwie niezalezne macierze) z dwiema strategiami.

Z J
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U = [~ ~], co bedziemy zapisywali jako

b) n musi byc podzielne przez d = (k, l)

(najwiekszy wspólny dzielnik). Jasne jest,
ze warunek ten jest konieczny, poniewaz

po kazdej czynnosci liczba litrów wody

w kazdym garnku jest podzielna przez d.

Zalózmy, ze din. Przyjmijmy k < l.

Zauwazmy, ze jesli mozemy odmierzyc

x litrów (x E Z), to mozemy odmierzyc

równiez x + k (mod l). Jesli bowiem
odmierzylismy x litrów, to wlewamy je do

garnka l-litrowego, nastepnie wypelniamy

woda z kranu garnek k-litrowy i
przelewamy z niego, ile sie da, do garnka

l-litrowego. Jesli x + k < l, to w garnku

l-litrowym bedziemy mieli x + klitrów
wody, jesli zas x + k ~ l, to w garnku

k-litrowym bedziemy miec x + k - l litrów
wody. Tak czy inaczej po wykonanych

czynnosciach w jednym z garnków

bedziemy miec x + k (mod l) litrów
wody. Z powyzszych rozwazail wynika, ze

mozemy odmierzyc dowolna wielokrotnosc

liczby k modulo l. Wielokrotnosci te

stanowia zbiór wielokrotnosci liczby d,

co dowodzi tezy zadania.

Odpowiedz na pytanie ze strony 13.
I tak, i nie ... W przypadku rodzin

nieskoilczonych nalezy dodatkowo
zalozyc zwartosc (czyli w przypadku JR2:

domknietosc i ograniczonosc) elementów
rozwazanej rodziny.
W przeciwnym przypadku twierdzenie

jest falszywe - wystarczy przemyslec

rodzine pólplaszczyzn: {Pn =
= {(x,y) E JR2: x ~ n;y E JR};n E N}.

Przyklad na istotnosc zalozenia

domknietosci pozostawiamy
Czytelnikowi ...

(0.0), (0,3), (3,0), (3,3), (5,1), (0,1), (1,0),
(1,3), (4,0).

Rozwiazanie zadania M 970.
a) Kolejne zawartosci 5- i 3-litrowego
garnka moga byc nastepujace:
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Nietrudno domyslic sie, skad pochodzi

nazwa Dylemat Wieznia: jesli dwóch
bandytów "pójdzie w zaparte", to

zostana uniewinnieni, jesli jeden z nich

sie przyzna, a drugi nie, to pierwszy
z nich bedzie mial silnie zlagodzona kare,

a jesli obaj, to ich kary beda tylko nieco

zlagodzone.

Aby tradycji matematycznej stalo sie zadosc i wystapilo twierdzenie o istnieniu,

wprowadzmy strategie mieszane. Strategia mieszana i-tego gracza to rozklad

prawdopodobienstwa na zbiorze strategii czystych Si, czyli mi nieujemnych

liczb (J"ij sumujacych sie do 1; (J"ij jest prawdopodobienstwem, z jakim i-ty

gracz zagra strategia j-ta. Przyjmujemy, ze wyplata z profilu strategii

mieszanych dana jest przez jej wartosc oczekiwana i uogólniamy w oczywisty

sposób definicje równowagi Nasha, podstawiajac w niej (J" za X. Zachodzi

wtedy nastepujace

Twierdzenie

Kazda gra ze skonczona liczba graczy i strategii ma co najmniej jedna równowage

Nasha w strategiach mieszanych.

Dowód wykorzystuje jedno z twierdzen o punkcie stalym (równowaga Nasha jest

najlepsza odpowiedzia na równowage Nasha).

Ambitnego Czytelnika poprosimy teraz o znalezienie wszystkich równowag

Nasha dla dowolnej symetrycznej gry dwuosobowej z dwiema strategiami.

Udowodni on w ten sposób powyzsze twierdzenie dla tej klasy gier.

Przeniesmy sie teraz z osiemnastowiecznego lasu do wspólczesnego miasta,

gdzie dwóch pracowników wlasnie zasiadlo do wykonczenia wspólnego projektu.

Kazdy z nich moze albo pracowac, Xi = 1, albo oszukiwac, czyli pozorowac

prace, Xi = O, i = 1,2; praca wymaga inwestycji 3 jednostek naszej uzytecznosci.

Przychód z wykonanego projektu 4(X1 + X2) jest dzielony równo miedzy

partnerów. Powyzsza gra ma nastepujace przedstawienie macierzowe:
1 O

U= 1 1-1
O 2 O

Jedyna równowaga Nasha jest profil (O,O). Zauwazmy, ze w przypadku

pracy obu partnerów ich wyplata jest wieksza. Profil (1,1) nie jest jednak

równowaga Nasha. Staramy sie wiec dzialac racjonalnie, grac strategia w jedynej

równowadze Nasha i efektem tego jest obustronny brak korzysci. Powyzsza

gra znana jest pod nazwa Dylematu Wieznia. Aby zrozumiec wystepowanie

zachowan altruistycznych w ukladach rywalizujacych jednostek, zaproponowano

ostatnio proste modele dynamiczne, w których stabilne punkty równowagi nie sa

równowagami Nasha. Przeszlismy wiec od problemu wyboru jednej z równowag

Nasha do problemu znalezienia równowagi nie bedacej równowaga Nasha.

Analiza dynamicznych strategii prowadzacych do wspólpracy w powtarzanej

grze typu Dylemat Wieznia wymaga oddzielnego omówienia.

Rozwiazanie zadania M 971.
a) Kolejne zawartosci 10-, 7- i 3-litrowego garnka moga byc nastepujace:

(10,0,0), (7,0,3), (7,3,0), (4,3,3), (4,6,0), (1,6,3), (1,7,2), (8,0,2), (8,2,0), (5,2,3).

b) (k, 1)ln 1\ k + l 2: n. Mozemy bez straty ogólnosci przyjac 2n 2: l 2: k. Niech X bedzie zbiorem

takich trójek liczb calkowitych (a, b, c), ze istnieje procedura przelewania prowadzaca do sytuacji,

w której w garnku 2n-, 1- i k-litrowym znajduje sie odpowiednio a, b i c litrów zupy. Niech d = (k, l).

Za pomoca prostej indukcji mozna wykazac, ze jesli (a, b, c) E X, to co najmniej dwie liczby a, b, c
sa podzielne przez d. Wynika z tego latwo, ze jesli na korlcu jedna z liczb a, b, c ma byc równa n,
to musi byc din.

Zalózmy, ze (k, l)ln i n -:; k + 1-:; 2n. Udowodnimy, ze jesli (2n - x, x, O) E X, to równiez

(2n - y, y, O) E X, gdzie y = x - k (mod l). Jesli x 2: k, to wykonujemy ciag czynnosci:

(2n - x, x, 0)--+(2n - x, x - k, k)--+(2n - x + k, x - k, O).

Jesli natomiast x < k, to postepujemy wedlug schematu:

(2n - x, x, O) --+ (2n - x, O, x) --+ (2n -l - x, l, x) --+

--+ (2n - l - x, 1- (k - x), k) --+ (2n -l - x + k, l + x - k, O)

(skorzystalismy po drodze z nierównosci k + 1-:; 2n). Poniewaz (2n, O,O) E X, wiec z powyzszego

wynika, ze (2n - x, x, O) E X, gdzie x jest dowolna wielokrotnoscia liczby k modulo l.
W szczególnosci (n + k, n - k, O) E X, co pociaga za soba (n, n - k, k) E X. To dowodzi tezy zadania.
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