Tak powstaje obraczka.

Maia aelld

Obraczka

Jest teraz moda na zadania tekstowe, bo (niezaleznie od tego, jak
absurdalna jest ich tre$¢) uwaza sie je za zastosowania matematyki
w zyciu praktycznym. Oto przyklad.

Kandydatka na panne miodg jest osobq praktyczng i chee wydaé jak
nagmniej na obrgczki. Rozwaza wiec problem, jakiej grubosci palec pana
mtodego bedzie nagkorzystniejszy, by wybracé oblubierica zgodnie z tym
kryterium. Obrgczki zaprzyjazniony z nig ztotnik wykonuje wedtug
nastepujgcego przepisu: wszystkie majg wysokosé w, a ich zewnetrzne
zakrzywienie dobiera sie w zaleznodci od gruboéci palca tak, aby byly one
réznicg walca (palca) i odpowiednich rozmiaréw kuli. Jakiej grubosci palec
pana miodego najlepiej spelni oczekiwania wymagajgcej panny?

Sprobujmy rozstrzygnaé przedslubne watpliwosci. W tym celu
zastanéwmy sie, przy jakim promieniu kuli najwieksza jest objetosé
obraczki wycietej przez walec tak, aby jej wysoko$é byta réwna w.
Rysunek ponizej ilustruje nieoczywisto$é pytania: im promien wigkszy,
tym obraczka o danej wysokosci ciensza, choé¢ ,dluzsza”.

Obliczymy objeto$¢ warstwy o wysokosci w
i odejmiemy od niej objetoéé walca o tej samej

wysokosci.

Archimedes zaproponowal, aby do takich obliczen
uzy¢, obok kuli, walca opisanego na kuli —

ma on przekrdj osiowy bedgcy kwadratem —
_______ ale wydrazonego w ten sposéb, ze wyjmujemy

z niego stozki, ktérych tworzace sg przekatnymi

przekrojéw osiowych walca.

Zauwazyl on mianowicie, ze kula i wydrazony walec, przecigte dowolng
plaszczyzng réwnolegta do podstaw walca, majg przekroje o réwnych
polach. Istotnie, dla przekroju odleglego o h od $rodka kuli mamy

nr? = m(R? — h?) = mR? — wh?;
z lewej mamy pole przekroju kuli (czyli kota), z prawej pole przekroju
wydrazonego walca, czyli réznicy dwéch kol
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Jedli teraz skorzystaé z faktu, ze dwie bryly, majace w przecigciu dowolna
spoéréd plaszezyzn réwnoleglych przekroje o réwnych polach, maja réwne
objetosci, to mozna znalezé objeto$¢ dowolnej warstwy kuli. Spostrzezenie
powyzsze nazywa sie zasadg Cavalieriego, cho¢ wymyslit to 2000 lat
wezesniej Archimedes. Uzasadnial on ten poglad piszac, ze gdyby owe
bryly byly pustymi naczyniami i nalewano by do nich wode, to w kazdym
momencie tyle samo wody potrzeba by bylo na kolejng warstewke,

a wiec poziom wody podnositby si¢ w obu brytach w tym samym tempie,
a wobec tego napelnityby sie one réwnoczesnie, czyli miescityby tyle
samo wody, a zatem maja te sama objeto$é. To rozumowanie doskonale
nadaje sie do matematycznego uscislenia, co spowodowalo, ze zasada
Cavalieriego jest uznanym twierdzeniem matematyki.

Postugujac sie nia, najpierw obliczymy objetosc
W (h) warstwy o wysokosci h z jednej strony

ograniczonej plaszczyzng réwnika. Bedzie to
objetoéé walca z wyjetym stozkiem, czyli

W(h) = 7R — %whi’n

Kazda inna warstwa to suma lub réznica takich
warstw.

W szczegdlnosci obraczka to suma dwoch takich

warstw o wysoko$ci 2w minus walec o wysokosci

w i promieniu podstawy r = /R? — (3w)?.

Wobec tego objetos$é obraczki obliczamy tak:

3 2\ 2
2 (WRQ-%IU—%T((%HJ> >—7r< R2 - <%w> ) ’LU:%’IT'LUB.

Okazuje sie, ze ilo§¢ zlota potrzebna do wykonania obraczki wedtug
podanego przepisu zalezy jedynie od wysokosci obraczki, a nie zalezy
w szczegdlnoéci od grubosci palca oblubiefica. Zatem nasza oszczg¢dna
kandydatka na panne mtoda bedzie musiata znalez¢é inne kryterium
pozwalajace jej dokonaé wyboru.

Z Skoro juz rozwigzaliémy — zgodnie z zaleceniami podstawy programowej —
%m zadanie praktyczne, mozemy powréci¢ do teorii.
P, X Powodem, dla ktérego Archimedes znalazt wzér na objetos¢ warstwy,
W bylo znalezienie wzoru na objeto$é kuli. Jest ona przeciez réwna
podwojonej objetosci warstwy o wysokosci R. Zatem jest ona réwna

1 4
2. p_ = 3y — = 3
2W(R) = 2(7rR R 37rR ) = 37rR .

Z ciekawszych warstw warto jeszcze zainteresowaé si¢ czasza. Jak tatwo

R zauwazy¢, jest to réznica warstwy o wysokosci R (czyli pétkuli) i warstwy
o wysokosci R — z, gdzie = to wysoko$¢ czaszy. Mamy zatem na objgtosé
czaszy wzor

N W(R) - W(R-1z) = %’/TR3 ~ (tR¥(R-x) - %W(R—w)g) _
= %wRS —- 7R} +R*z + %WR3 — nR*z + mRx? — %wmf‘ =

1 1 1 1 1
Réwnosé = 2 _ —op3— = 2 T3 — o2 Zp3
TRz 57T 27'((2R z)z? + §TL = 5mr T+ gme.
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wynika z faktu, s trojkat ZPN jest OtrzymaliSmy wiec nawet trzy, zapisane w ostatniej linijce, porgczne

prostokatny. WZory.
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