Informatyczny kacik olimpijski (1)

Informatyczny kacik olimpijski otwiera zadanie z 101 (Miedzynarodowej
Olimpiady Informatycznej) 2006. Oto ono:

Mamy dane N punktéw, spoérdd ktorych 4 sa wierzchotkami kwadratu,

a pozostale lezg w jego wnetrzu. Zadne 3 punkty nie sa wspéliniowe i kazdy
jest jednego z dwdch koloréw (dwa sasiednie wierzcholki kwadratu sa czarne,
a pozostale dwa — kolorowe). Nalezy dorysowa¢ N — 2 odcinki, kazdy z nich
o koncach w punktach tego samego koloru tak, aby kazda para punktéw

Rys. 1

o tych samych kolorach byla polaczona albo odcinkiem, albo ciagiem
odcinkow. Zadne dwa z narysowanych odcinkéw nie moga si¢ przecinac.

Przyklad rozwiazania jest na rysunku 1.

Tres¢ zadania dopuszcza mozliwosé, ze rozwiazanie nie istnieje. Zeby odkry¢,

kiedy rozwiazanie istnieje, a kiedy nie, nalezaloby sprobowaé rozwiazaé kilka
przypadkéw ,recznie”. W ten sposéb mozna wpasé na kilka sugestii, jak podejsé
do niego w spos6b bardziej usystematyzowany — a wiec na trop algorytmu.

Gdybyémy probowali taczyé punkty ,na chybit trafil”, tj. wybierajac dowolne
pary, moglibysmy wpas¢ w Slepy zaulek. Odcinki nie moga sie bowiem
przecinaé, a taczac je dowolnie, mogliby$my ,odcia¢” czesé z punktéw czarnych
lub kolorowych. Przyktad jest na rysunku 2 — czarne punkty sa polaczone,

Rys. 2

Upro$émy sobie na razie zadanie — co si¢ stanie, jesli
zamiast kwadratu bylby tréjkat, o dwoch wierzchotkach
jednego koloru (A i B), a trzecim (C') innego koloru?
Przyjmijmy, ze C' jest czarny. Wtedy, jesli wewnatrz
ABC istniejag punkty czarne, to na pewno istnieje
jaki$ punkt X, polaczony z C' odcinkiem czarnym.
Przyjrzyjmy sie temu wyréznionemu punktowi. Lezy
on wewnatrz trojkata i jest tego samego koloru co C'.
W takim razie tréjkat ABX jest kolorystycznie

tego samego typu co ABC. Z pozostalymi parami
wierzchotkow jest tak samo, tyle tylko, ze kolory
zamieniaja si¢ rolami — tréjkaty CAX i BCX maja
po dwa czarne i jeden kolorowy wierzchotek. To
spostrzezenie prowadzi nas do algorytmu:

Dane: Tréjkat ABC (A polaczone odcinkiem z B)
z, opcjonalnie, czarnymi i kolorowymi punktami
wewnatrz.

1. Jesli w srodku nie ma punktoéw, lub sa
tylko czarne lub kolorowe, rozwiazanie jest
natychmiastowe.

2. Wybieramy dowolny wierzcholek X koloru tego
samego co C, i taczymy go z C.

3. Rekurencyjnie wywotujemy procedure dla
tréjkatéw ABX, BCX i CAX.

Powyzsza rekurencja jest skoniczona, poniewaz za
kazdym wywolaniem liczba punktéw wewnetrznych
spada co najmniej o 1 (punkt X). Jesli zadaniem
powyzszego algorytmu nazwiemy potaczenie wszystkich
punktéw czarnych i kolorowych w dwie spdjne sktadowe,
to jego poprawnoéci prosto dowodzi si¢ przez indukcje.
Przy dowodzie przyda sie zalozenie, ze zadne trzy
punkty nie sa wspotliniowe — w szczegdlnosci, zadne
,dodatkowe” punkty nie leza na odcinkach taczacych
pary punktéow A, B, C'i X.
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ale kolorowych punktéw juz nie da sie¢ polaczyé, nie przecinajac zadnego odcinka
czarnego z kolorowym.

Jak to sie ma do oryginalnego problemu? Mozna
oczywiscie sprobowaé skonstruowaé analogiczny
algorytm dla czworokatéw. Ale jesli wstepny kwadrat
oznaczymy ABCD — A i B tego samego koloru,
podobnie jak C'i D — i polaczymy A z B oraz C

z D, a nastepnie juz posiadany algorytm zastosujemy
dla tréjkatéw ABC i CDA, to rozwiazany zostanie

i przypadek czworokata.

Jaka jest zlozonosé algorytmu? Oznaczmy przez L
rozmiar zadania — liczbe punktow w tréjkacie,
wylaczajac wierzcholki. Niech T'(L) bedzie kosztem
rozwiazania zadania o rozmiarze L. Wtedy mamy
T(0) = O(1), oraz

T(L) =

max
a+b+c=L—-1

(T(a) + T (b) + T(c)) + O(L).
Rozwiazaniem tej rekurencji jest T'(L) = O(L?).
Gdyby udaloby nam sie ograniczy¢ zmienne a, b i ¢
— np. przez a,b,c < %L — to rozwiazaniem byloby juz
T(L) = O(Llog L). Istnieje taki sposéb, ale wymaga
sortowania punktow wewnatrz tréjkata. Jesli mamy
wybra¢ punkt X koloru czarnego, to sortujemy punkty
czarne katowo dookotla wierzchotka A i wybieramy taki,
ktéry nie znajduje sie w pierwszej % ani w ostatniej %
punktéow i podobnie dla wierzchotkow B i C. W ten
sposéb a, b, ¢ < %L — ale réwnanie robi si¢ bardziej
skomplikowane. Jedli L to liczba punktéw tego koloru
co punkt X, a Ly — drugiego koloru (L; + Ly = L), to
mamy T(Ly, Lo) = max(T (a1, a2) + T'(b1,b2)+
+T(c1,c2)) + O(Llog L), gdzie maksimum jest
branepo a1+b1+01 :Llfl, a2+b2+02 :LQ,
ai, by, 1 < %Ll. Rozwiazanie i tu ma prosta postac:
T(Ly, Ly) = O(Llog® L).
W praktyce, réwnie dobry — albo i lepszy — wynik
otrzymaliby$my, losujac po prostu punkt X.
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