Informatyczny kacik olimpijski (13) — drzewo potegowe

Ap, < ... < A,

Zgodnie z obietnica z zeszlego miesiaca w tym odcinku zajmiemy si¢ znanym
problemem i jego ,alternatywnym” rozwiazaniem. Naszym zadaniem jest

znalezienie w danym ciggu liczb naturalnych Ay, ..
rosnacego, czyli podciagu postaci Ay, ..

., A, najdtuzszego podciagu

Ay gdzie k1 < ... <k, oraz

m

Pokazemy, jak metoda programowania dynamicznego znalez¢ dlugosé takiego
podciagu. W tym celu przegladamy kolejne wyrazy ciagu A. Jesli przez x

oznaczymy biezacy wyraz, to zeby zaktualizowa¢ nasz stan wiedzy o rosnacych
podciagach w dotychczasowym prefiksie, chcielibySmy zapytac¢ , jaki jest
najdluzszy podciag rosnacy konczacy sie w x?”. Innymi stowy ,,jaki byl do tej
pory najdluzszy podciag rosnacy, konczacy sie wartoscia mniejsza od x7”.

Do odpowiedzi na takie pytania przydataby sie nam
struktura danych, ktéra radzi sobie z nastepujacymi
zapytaniami dotyczacymi pewnej tablicy V[1...N]:

e Podstaw V[i] :=1

e Podaj maksimum z wartosci V[1],V[2],..., V[i].

W naszym problemie Vi] bedzie dlugoscia najdiuzszego
dotychczas podciggu rosnacego konczacego sie

liczbg i. Tablica V' musi mie¢ tyle pdl, ile wynosi
najwiekszy wyraz ciagu. Alternatywnie, mozna zaczaé
od przeindeksowania ciggu tak, aby jego wyrazy byty
liczbami od 1 do n — zajmie to czas potrzebny na
sortowanie, czyli O(nlogn).

Struktura, ktoérg zaraz opiszemy, nazywana jest drzewem
potegowym. Wykorzystuje sie w niej tablice W[l ... N].
Dodatkowo oznaczmy przez f(k) najwieksza potege
dwdjki dzielaca k. W pomocniczej tablicy W bedziemy
przechowywaé wartoéci:
Wi} = Vil

max
i— ()<<

Na przyklad dla nieparzystych ¢ mamy W{i| = Vi,
dla i parzystych, ale niepodzielnych przez 4 —

Wi] = max(V[i — 1], V[i]), itd. (patrz rysunek)
7 1 2 3 4 5 6 7 8
G 1 2 1 4 1 2 1 8

Drzewo potggowe dla n = 8: u géry przedzialy w V, za ktére
sodpowiadaja’ poszczegdlne pola tablicy W. Obliczajac maksimum
z V[1],...,V][6], odczytujemy pola o indeksach 6 i 6 — f(6) = 4.
Zmieniajac V3], bedziemy musieli uaktualnié¢ pola o indeksach 3,

34+ F(3) =414+ f(4) =8.

Obliczenie max(V[1],V[2],...,V][i]) wyglada tak:

wynik == —o0

Dopdki i > 0:
wynik := max(wynik, Wi])
i=i— f(i)

Poprawnosci tej procedury raczej nie trzeba dowodzié.
A co z jej czasem wykonania? Zauwazmy, ze
f(i— f(i)) > f(i) dla dowolnego dodatniego i.

21

Faktycznie, gdy rozpiszemy ¢ binarnie, widzimy, ze
operacja i := i — f(i) wybiera najmniej znaczacy bit
ustawiony na 1 i zamienia go w 0. Tym samym petla
obraca si¢ O(logi) razy (co szacuje si¢ przez O(log N)).

A jak wyglada aktualizacja tej struktury? Zalézmy,

ze zmieniamy warto$é V[i]. Przez ji, ja, ... oznaczmy
wszystkie indeksy spelniajace j — f(j) <4 < j (sa to
wszystkie pola w W, ktére musimy zaktualizowac).
Wyznaczymy je kolejno. Zalézmy, ze f(41) < f(j2) < ...
(wszystkie f(ji) sa parami rézne, dlaczego?). Kolejne
spostrzezenie — w przedziale od j — f(j) + 1 do j nigdy
nie ma takiego j', ze f(j5) > f(Jj). Z tego z kolei wynika,
ze réwniez ji < jo < .... Jedli wiec oznaczymy przez g(z)
najmniejsze takie y, ze y — f(y) < x < y, to okazuje sie,
ze (j1,J2,---) = (J1,9(j1), 9(g9(j1))s - . .) Co wiecej, i < ju,
oraz na pewno i nalezy do zbioru pél, ktére musimy
zaktualizowaé¢. W takim razie j; musi by¢ rowne i.

Pozostaje nam jeszcze wyznaczyé g(x). UstaliliSmy juz,
ze na pewno f(g(x)) > f(z). Najmniejszym kandydatem
na g(x) jest wiec x + f(z). Ale skoro f(z + f(x)) > f(x),
tox+ f(x) — flz+ f(x) <z <ax+ f(z) - a wiec

o) =+ f(z)

Ostatecznie aktualizacja wyglada bardzo prosto i takze
zajmuje czas O(log N):

Dopdki i < N:
W i) := max(W{i], )
i:=1i+ f(i)

Uwaga przydatna podczas implementacji tego

algorytmu: f(i) = w (gdzie & to bitowy ,xor”).

Warto w tym momencie dodaé, ze drzewo potegowe
mozna stosowaé na wiele innych sposobéw — tablica
W moze przechowywacé inne funkcje od elementéw
V],...,V]i — f(i) + 1], na przyklad sume
> VI

i~ f(i)<j<i
Majac taka strukture, umiemy aktualizowaé¢ V oraz
szybko odpowiada¢ na pytania o sumy liczb z komérek

od a do b w V. Co wiecej, takie rozwigzanie mozna
uog6lni¢ na wiecej wymiardw.
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