Graficzna interpretacja
sum ciggow arytmetycznych

Gustaw SIERZPUTOWSKI*

Pomysl na te prace powstal calkowicie przypadkowo, gdy otrzymalem zadanie obliczenia sumy
kolejnych wyrazéw pewnego ciggu arytmetycznego drugiego stopnia. Poniewaz zagadnienie
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Na poczatek, jako wprowadzenie do metody, przedstawimy
graficzny sposob otrzymania wzoru na sume kolejnych
wyrazéw dowolnego ciggu arytmetycznego. Zapiszmy ja
od razu w nastepujacy sposob:
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Zastapmy teraz kazda z réznic r kwadratowym klockiem.
Dla n =5 bedzie to

Przedstawiony zespot klockow moze kojarzy¢ sie nam

z tréjkatem. Po polaczeniu go z druga taka sama figura
otrzymamy prostokat o polu (n — 1) - n, ktére podzielone
przez 2 daje nam poczatkowo szukang liczbe réznic

Potrafimy juz zatem zapisa¢ wzor na sume kolejnych
wyrazéw dowolnego ciagu arytmetycznego pierwszego
stopnia:
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Zdefiniujmy teraz nastepujacy ciag:
n=1424+3+...4(n—1)+n.
Suma pierwszych n wyrazéw tego ciagu to
Sp=n+n—-12+Mn—-2)3+...+
+3n—2)+2(n—1)+mn,

co widaé, gdy rozpiszemy ja tak, aby kazdy wyraz
znalazl si¢ w osobnej kolumnie
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to wybiegalo poza zakres liceum i definicje ciggéow arytmetycznych stopni wyzszych niz jeden
nie byly mi znane, postanowilem poszukaé wlasnej metody dojécia do rozwigzania. . .

Przedstawmy teraz te sume w postaci bryly utworzonej
z jednakowej wielkosci sze$ciennych klockéw (na rysunku
dla n =5).

Konstrukcja ta, ktéra nazwiemy ,,A”, moze przypominaé
nam ostrostup. Mozemy domysla¢ sie wiec istnienia
bryly B o dwukrotnie wickszej objetosci (a wiec

i liczbie klockéw), takiej, ze jesli polaczymy obie te
konstrukcje, to otrzymamy bryte C' przypominajaca
wygladem graniastostup prawidlowy tréjkatny.

Po potaczeniu dwéch konstrukeji C' otrzymamy
natomiast prostopadtoscian, bedacy odpowiednikiem
otrzymanego w poprzednim przypadku prostokata.

Tak mniej wiecej beda wygladaly dane bryly, gdy
wezmiemy na tyle duze n, aby przestaé zauwazac

krawedzie klockéw.
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bryta D

A tak, gdy n = 3:




Widzimy wiec, ze w bryle D znajduje si¢ dokladnie

n-(n+1)-(n+ 2) szeSciennych klockéw. Oczywiste jest

tez, ze Vp =2- Vo =2 (Va+ V) =6 - V4. Mozemy
juz zatem napisaé¢ wzér na sume kolejnych wyrazow
omawianego ciggu:

Sn:%n~(n+1)~(n+2).

Przejdzmy teraz do sumy kwadratéw kolejnych liczb
naturalnych. Przedstawmy ja od razu w sposéb
analogiczny do poprzednich.
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Bardzo tatwo zauwazy¢ podobienistwo tréjwymiarowej
interpretacji tej sumy do otrzymanej w poprzednim
przykladzie bryly B (dla n = 5).

bryla B

omawiana suma

Od razu mozemy zauwazy¢, ze po odjeciu ,,omawianej
sumy” od sumy przedstawianej przez bryle B
otrzymamy sume n kolejnych liczb naturalnych.
Mozemy wiec bez problemu otrzymaé wzér na sume
kwadratéw kolejnych liczb naturalnych:
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Gdy przedstawimy na plaszczyznie n kolejnych
sktadnikow sumy szeéciandéw liczb naturalnych,
zauwazymy, ze zawsze mozna utozy¢ z nich kwadrat
o boku dlugoéci réwnej sumie n kolejnych liczb
naturalnych.

Otrzymujemy wigec wzér na sume:

SB) = <w>2

Rozwazmy teraz sume czwartych poteg kolejnych
liczb naturalnych. Utwérzmy graficzna postaé sumy
14 4+ 2% 4 3* ulozonej w taki sposéb, ze w podstawie
kazdego z jej skladnikéw bedzie kwadrat n x n,

natomiast wysokoécia bedzie n2.

Polaczmy takie prostopadlosciany w sposob pokazany
na rysunku.

Widzimy, ze podstawa powstalej konstrukcji jest
rozpisang na ptaszczyznie suma kwadratéw kolejnych
liczb naturalnych. Aby policzy¢ liczbe klockéw
budujacych dana bryle, nalezy przestawi¢ je tak, by
wyréwnaé wysokosci kolumn, a nastepnie zmierzy¢
wysoko$¢ powstalej bryty.

Na podstawie dotychczasowych przyktadéw mozemy
takze przypuszczacé, ze wzér na sume k-tych poteg
kolejnych liczb naturalnych jest wielomianem
k + 1 stopnia. Spodziewamy sie zatem wzoru na sume
0 postaci:
n(n+1)(2n + 1)
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Widzimy wiec, ze wysoko$¢ naszej bryly jest tréjmianem
kwadratowym. Mozemy przypuszczaé, ze aby obliczyé
jego wspdlezynniki, nalezy za n podstawi¢ trzy rézne
liczby naturalne i rozwiaza¢ uklad trzech réwnan
(oczywiscie, najprodciej za n podstawié 1, 2 1 3).
Po kroétkich rachunkach otrzymujemy wzoér na sume
czwartych poteg kolejnych liczb naturalnych. Warto
dodaé, ze wysokos¢ rozpatrywanej bryty nie dla
kazdego n bedzie liczba naturalna, czyli w rzeczywistosci
nie zawsze da si¢ przestawic¢ klocki, wyrownujac
kolumny, jak dlan =3
‘(n+1)-2n+1)-Bn®+3n—1)
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42t 40t = (an® +bn + c).

sw ="

Okazuje sie, ze metoda, ktéra otrzymalidmy wzér na
sume czwartych poteg kolejnych liczb naturalnych,
dziata takze dla wyzszych poteg. Dzicki temu
spostrzezeniu mozemy utworzy¢ nastepujacy wzor
rekurencyjny, w ktorym wspélezynniki tréjmianu
obliczamy, podstawiajac wartosci sumy dla maltych n:
P2k k=

= (124282 4P (an® + bn + ),

gdzie k > 2.



Na zakonczenie przedstawimy graficzng postaé¢ sumy

kolejnych wyrazéw dowolnego ciagu arytmetycznego

II stopnia. Poniewaz jest to ciag malo popularny,

zaczniemy od jego definicji.

Ciggiem arytmetycznym drugiego stopmia nazywamy

cigg (an), w ktdrym rdéznica (ant+2 — any1) — (Ant1 — an)

jest stala dla dowolnego n € N. Oznacza to, Ze cigg
(ag —a1),(ag —az),...,(an — an—1),...

jest ciggiem arytmetycznym (pierwszego stopnia).

Przyjmijmy nastepujace oznaczenia:

(ant1 — an) = ro.

Opierajac sie na wczesniej otrzymanych wzorach,
mozemy bez problemu wyprowadzi¢ wzor na sume:

n-(n+1) n=2)(n—=1)n
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a2 — a1 =71, (an+2 - an+1) -

SO = m

Latwo zauwazy¢, ze przedstawione w tym artykule
sposoby dojscia do wzoréw nie sa same w sobie
dowodami. Mozna je jednak udowodnié (na przyklad
przez indukcje), co pozostawiam Czytelnikom.
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Tak moze wygladaé¢ pierwsze sze$¢ wyrazéw ciggu arytmetycznego
IT stopnia.
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VI Miedzynarodowa Olimpiada Lingwistyki
Teoretycznej, Matematycznej i Stosowane]

Zawody odbytly sie w sierpniu 2008 roku w Slonecznym
Brzegu w Bulgarii. Startowalo w nich 67 uczniéw
tworzacych 16 druzyn narodowych.

W czedci indywidualnej zawodnicy mieli do rozwiazania
5 zadan w ciagu 6 godzin, a w czesci druzynowej —
jedno zadanie w ciggu 4 godzin. Polacy wywalczyli 5

z przyznanych 20 medali — trzy srebrne (Maciej Janicki
z 11T LO we Wroctawiu, Lukasz Cegieta z XIV LO we
Wroctawiu, Marcin Filar z V LO w Krakowie) i dwa
brazowe (Radostaw Burny z LO im. Malachowskiego

w Plocku i Karol Konaszynski z XIV LO we
Wroclawiu), a $rednia ich wynikéw indywidualnych dala
im drugie miejsce za reprezentacjag USA.

W czesci druzynowej reprezentacja Polski zajeta

V miejsce. Dodatkowo Radostaw Burny z Plocka
zdobyl jedna z sze$ciu nagréd przyznanych za najlepsze
rozwigzania poszczegolnych zadan. Pod wzgledem liczby
zdobytych nagréd Polska zostata pokonana tylko przez
reprezentacje Stanow Zjednoczonych.

* ok X

Zapraszamy do udzialu w tegorocznej edycji tej
olimpiady. Wigcej informacji mozna znalezé na stronie
internetowej http://www.fsmw.uni.wroc.pl/lingw/.

Ponizej prezentujemy wybrane zadania z zawodow
indywidualnych.

Zadanie 1 (20 punktéw). Podane sa wyrazy w jezyku mikmackim, zapisane w tzw. ortografii Listuguj oraz
w transkrypcji fonetycznej, a takze ich tlumaczenia na polski:

tmi’gn — [domigon] — siekiera; an’stawteg —
mgumie’jo’tlat] — [omkumiejodeladsl] —
e’jnt — [ejont] — agent do spraw Indian; tplutagan
ge’gwising — [gegVisink] — lezeé¢ na gérze; Inu’sgw

[anostawtek] — niebezpieczny; gjiansale’wit — [okciansalewit] — archaniol;
podkué; amgwanji’j — [amx"ancic| —
[otpeludayan]| — ustawa; g’p’ta’q
[lonusk™] — Indianka; epsaqtejg

tyzka;
[gobodax] — na gérze;
[epsaxteck] — piec (rzeczownik).

(a) Zapisz wyrazy w transkrypcji fonetycznej: gsnqo’qon — glupota; tg'poq — woda Zrédlana; gmu’jmin — malina;

emtoqwatg — uwielbiaé¢; te’plj — koza.

(b) Zapisz w ortografii Listuguj: [otpodeson]

— potudnie; [omteskom]

— waz; [alaptok] — ogladad sig; [golamen] — dlatego.

NB: Jezyk mikmacki nalezy do algonkinskiej rodziny jezykéw. Méwi nim okoto 8000 oséb w Kanadzie.
W transkrypcji [o] & y w pierwszy, [c] & cz w czas, [j] & dZ w dzem, [x] & ch w chér, [x] jest dZwigcznym odpowiednikiem ostatniego,

["] oznacza, ze poprzednia spélgloska jest wymawiana z zaokragleniem warg. Znak ~
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oznacza dlugosé samogloski.
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