P O l Twierdzenie Menelaosa Joanna JASZUNSKA
q W wielu zadaniach dane sa trzy punkty, ktore albo sa wspétliniowe, albo nalezy
\ to o nich udowodni¢. Wygodnym narzedziem bywa wtedy
@ 27 Twierdzenie Menelaosa (TwM). Punkty D i E lezq odpowiednio na bokach
'U BC i CA tréjkqeta ABC, a punkt F na przedluzeniu boku AB (rys. 1).

< Wowczas punkty D, E, F sq wspolliniowe wtedy 1 tylko wtedy, gdy
AF BD CFE
TwM jest bardzo podobne do D o TA
omawianego tu miesigc temu twierdzenia FB DC EA
Cevy (patrz zadanie 6). 1. W tréjkacie ABC punkty D, E sa spodkami dwusiecznych odpowiednio

<BAC i X ABC. Punkt F jest spodkiem dwusiecznej kata zewnetrznego przy
wierzchotku C'. Udowodnij, ze punkty D, F, F' leza na jednej prostej.

2. Punkty D, E, F naleza odpowiednio do bokéw BC,C A, AB trojkata ABC,
proste AD, BE, CF przecinaja sie w punkcie P. Wykaz, ze

AE ~AF AP

EC "FB” PD’
3. Sfera S jest styczna do krawedzi AB, BC,CD, DA czworoscianu ABC' D
odpowiednio w punktach K, L, M, N. Wykaz, ze leza one na jednej pltaszczyznie.

Rozwigzania

. . . . i A_F o & BD __ A_B
R1. Twierdzenie o dwusiecznej orzeka, iz: 75 = 55, B = 4o

(rys. 2). Zachodzi wigc réwnos$¢ z TwM, co konczy dowdd. O

R2. Z TwM dla tréjkata ABD i prostej F'P (rys. 3) zachodzi
BC DP AF AF AP CD
cp PAFB - "™ ¥~ D BO
Rys. 2 Podobnie z TwM dla trojkata ACD i prostej EP otrzymujemy g—g = ﬁ—g .
Cwiczenie: Jedli P jest drodkiem okregu Zatem AE AF AP BD + CD AP
, AP AB+ AC s 2 2ET e 2
wpisanego, 10 pp = T o EC ~FB PD BC PD
R3. Zal6zmy, ze prosta KN przecina prosta BD w pewnym punkcie X (poza
odcinkiem BD, rys. 4). Wtedy z TwM dla tréjkata ABD i prostej KN mamy
BX DN AK
F XD NA KB
Odcinki stycznych do sfery z jednego punktu sg réwne, stad AK = AN,
BK =BL,CL=CM, DM = DN. Wobec powyzszego
_BX DN BX DM BX DM CL
B D c XD KB XD LB XD MC LB
Rys. 3 Zatem z TwM dla tréjkata BC'D, prosta LM przecina prosta BD w punkcie X.
Stad proste KN i LM przecinaja si¢, wiec punkty K, L, M, N leza na jednej
A plaszczyZnie. Prostszy przypadek KN || BD pozostawiam jako ¢wiczenie. O
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Zadania domowe

4. Punkty D i E leza odpowiednio na bokach BC i C'A tréjkata ABC, a punkt F’
na przedhuzeniu boku AB, przy czym punkty D, E, F' sa wspélliniowe. Punkty
K, L, M s3 odpowiednio $srodkami bokéw BC, C A, AB, za$ punkty D', E’, F’
— obrazami symetrycznymi punktéw D, E, F' w symetriach

B D X7 wzgledem K, L, M. Wykaz, ze punkty D', E', F’ sa wspolliniowe.

Rys. 4 5. Udowodnij twierdzenie Menelaosa.
Wskazowka. Zrzutuj punkty A, B, C na prostag DFE i zastosuj twierdzenie Talesa.

6. Udowodnij twierdzenie Cevy: Punkty D, E, F naleZq odpowiednio do bokdéw

BC,CA, AB trojkgta ABC. Wéwczas proste AD, BE,CF przecinajq sie
AF BD CE _ |

w jednym punkcie wtedy i tylko wtedy, gdy ©5 - D& * Fa
Wskazowka. Wykorzystaj podobny pomyst, jak w rozwiazaniu zadania 2.

Sktadaniu jednoktadnosci poswigcony byt 7. Wykaz, ze zlozenie jednokladnoéci o srodku 01 i skali k’l Z jednokladnoéci@
deltoid 3/2010. o $rodku Oy # Oq i skali kg # k% jest jednokladnoscia o $rodku na prostej O10s.
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