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Aby skonstruowaé krzywa Kocha,
rysujemy tréjkat réwnoboczny o boku 1
i do kazdego jego boku stosujemy
nastepujaca procedure: dzielimy odcinek
na trzy réwne cz¢sci, rysujemy brzeg
tréjkata réwnobocznego o boku 1/3
(skierowanego ,na zewnatrz” duzego
tréjkata), ktérego podstawa jest
$rodkowa czes$¢ odcinka, i usuwamy

te podstawe. W ten sposéb z kazdego
odcinka uzyskujemy lamang zlozonag

z 4 odcinkéw o dlugosci 1/3 — w sumie
tamang zamknietg zlozong z 12 takich
odcinkéw. Nastepnie stosujemy opisang
powyzej procedure do kazdego z tych
12 odcinkéw, uzyskujac tamang
zamkniegta zlozong z 48 odcinkéw

o dlugosci 1/9. Postepujemy tak

dalej i po n krokach mamy tamana
zamknieta K, zlozong z 3 - 4™ odcinkéw
o dlugosci 1/3™. Mozna wykazaé,

ze przy n — oo krzywe K, daza do
krzywej zamknietej K, ktéra nazywamy
krzywa Kocha.
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Jak wyglada zbiér w-wymiarowy,
czyli o wymiarze fraktali

Krzysztof BARANSKI®

Co to znaczy, ze linia prosta jest jednowymiarowa, ptaszczyzna — dwuwymiarowa,

a przestrzen, w ktérej zyjemy — tré6jwymiarowa? Mozna na to pytanie odpowiedzieé¢

w ten sposéb: na prostej mozemy poruszaé si¢ w jednym kierunku (wtasnie wzdtuz

tej prostej), na plaszczyznie — w dwdch niezaleznych kierunkach, a w przestrzeni —

w trzech (prawo-lewo, przéd-tyl, géra-doét). (Pozostaje tylko sprecyzowaé, co to sa
niezalezne kierunki, co nie jest juz takie oczywiste.) Méwiac nieco inaczej, do opisu
punktu na prostej wystarczy jeden parametr rzeczywisty (jedna wspoélrzedna), punkty
na plaszczyznie maja dwie wspolrzedne itd. Matematycy postuguja sie pojeciem
przestrzeni n-wymiarowe]j (dla dowolnej liczby naturalnej n), ktéra jest zbiorem
punktéw opisanych przez n wspotrzednych.

Sytuacja jest trudniejsza, gdy chcemy powiedzieé, jaki jest wymiar bardziej
skomplikowanych zbioréw. Naturalne jest przyjaé, ze okrag jest obiektem
jednowymiarowym, bo moze by¢ sparametryzowany jedng wspolrzedna (katem), a sfera
(powierzchnia kuli) i torus (powierzchnia detki) maja wymiar 2, bo parametryzuja

sie dwiema wspotrzednymi katowymi. Sa to przyktady tzw. gtadkich rozmaitosci,
ktorych wymiar jest tatwo okresli¢ jako liczbe parametréw potrzebnych do ich
opisania. Ogdlniej, istnieje pojecie wymiaru topologicznego, ktéry mozna zdefiniowaé
dla szerokiej klasy zbioréw (patrz artykul na stronie 7 biezacego numeru Delty).

Taki wymiar jest zawsze liczba catkowita.

Pod koniec XIX wieku w matematyce zaczety pojawiaé sie niespotykane wczedniej
obiekty geometryczne, charakteryzujace sie skomplikowanym ksztaltem i zjawiskiem
,samopodobienstwa” (podobienistwa dowolnie malych fragmentéw do catosci zbioru).
Tego rodzaju zbiory nazywamy dzis fraktalami. Aby lepiej opisaé¢ geometrie takich
obiektéw, wykorzystuje sie rézne odmiany pojecia wymiaru, zwane czasami wymiarami
fraktalnymi. W odréznieniu od ,zwyklego” wymiaru, moga one przyjmowac wartosci
niecatkowite. Przyjrzymy sie teraz na kilku przyktadach, jak mozna takie wymiary
zdefiniowac i jak je obliczac.

Jednym z pierwszych fraktali, ktéry pojawit si¢ w matematyce, byla krzywa Kocha,
zwana tez platkiem $niegu (patrz rysunek). Przyklad ten zostal podany przez
szwedzkiego matematyka Helge von Kocha w 1904 roku. Jest to samopodobna
krzywa zamknieta bez samoprzecie¢, ktéra ma nieskonczong dlugosé i nie ma stycznej
w zadnym punkcie. Mozna zauwazy¢, ze chociaz krzywa Kocha jest topologicznie
obiektem jednowymiarowym, to zajmuje ,wiecej miejsca” na plaszczyznie niz
zwyczajna gladka krzywa. Aby opisaé liczbowo to zjawisko, mozna wprowadzié¢
pojecie wymiaru samopodobieristwa (ang. similarity dimension). Zauwazmy, ze
jednowymiarowy odcinek ma nastepujaca wtasnoéé: dla kazdej liczby naturalnej k
jest suma k odcinkéw o dtugosci k razy mniejszej, o roztacznych wnetrzach (tzn.
stykajacych si¢ tylko konicami). Kazdy z tych odcinkéw jest obrazem duzego odcinka
przy podobienstwie o skali 1/k. Mamy wiec

sN =1,

gdzie s = 1/k to skala podobienstwa, a N = k to liczba przeskalowanych kopii dajacych
w sumie caly zbiér. Spbjrzmy teraz na dwuwymiarowy kwadrat: jest on sumg N = k>
kwadratéw o roztacznych wnetrzach (stykajacych sie tylko brzegiem), ktére sa
obrazami duzego kwadratu przy podobiefistwach o skali 1/k. Mamy zatem

$*N = 1,

a wiec wykladnik przy skali s w powyzszym wzorze to wymiar obiektu (podobnie
w poprzednim wzorze wykladnik przy s, réwny 1, jest wymiarem odcinka). Dla
tréjwymiarowej kostki mamy, analogicznie,

N =1
dla s =1/ki N = k* (kostka jest suma k® kostek o boku k razy mniejszym,
o rozlacznych wnetrzach) i znowu wykladnik przy skali s jest réwny wymiarowi zbioru.

A jak jest dla krzywej Kocha? Wygodnie jest podzieli¢ ja na trzy czesci (kazda
powstala z jednego boku duzego tréjkata) i rozpatrzy¢ kazda z nich osobno. Zauwazmy,
ze taka czesé jest suma czterech swoich kopii (stykajacych sie tylko w pojedynczych
punktach) przy odpowiednich podobienistwach o skali 1/3 (patrz tez strona 15).
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Trojkat Sierpinskiego, opisany przez
Wactawa Sierpinskiego w 1915 roku,
jest zdefiniowany w nastepujacy
sposéb. Zaczynamy od tréjkata
réwnobocznego o boku 1, dzielimy ten
tréjkat na cztery tréjkaty réwnoboczne
o boku 1/2 i usuwamy wnetrze
$rodkowego. Nastepnie stosujemy te
samg procedure do kazdego z pozostatych
trzech tréjkatéw, potem do kolejnych

9 tréjkatéw o boku 1/4 i tak dalej.

Po n krokach konstrukcji uzyskujemy
zbiér T, zlozony z 3" tréjkatéw

o boku 1/2™. Tréjkat Sierpinskiego to
czesS¢ wspélna T = ﬂ T.

n=1

Zbiér Cantora zostal zdefiniowany
przez Georga Cantora w 1883 roku.
Konstrukcja jest nastepujgca. Odcinek
[0, 1] dzielimy na trzy odcinki

o dlugosci 1/3 i usuwamy wnetrze
srodkowego odcinka, czyli otwarty
odcinek (1/3,1/3). Nastepnie te sama
procedure stosujemy do pozostaltych
dwoch odcinkéw, potem do pozostatych
czterech odcinkéw o diugosci 1/9

i tak dalej. Po n krokach konstrukcji
uzyskujemy zbiér C,, sktadajacy

sie z 2™ roztacznych odcinkdéw

o dlugosci 1/3™. Zbiér Cantora to

C:ﬂilc

Obliczanie wymiaru pudetkowego krzywej.

Goérna (dolna) granica funkcji f(x)
przy z — a to najwicksza (najmniejsza)
z granic ciggu f(z,) przy dowolnym
wyborze ciagu z,, — a, T, # a.

W latach 60. XX w. obliczono
(oczywiscie w przyblizeniu) wymiar
pudetkowy brzegu Wielkiej Brytanii,
mierzac go z coraz wigkszg doktadnoscia
(od 200 km do 20 m). Okazalo sig, ze
jest on wigkszy od 1 i wynosi okoto 1,2.

Wynika to wprost z konstrukcji ptatka $niegu. Jeli wiec wymiar takiej czeéci bytby
réwny w, to powinno zachodzié¢

sN =1

()

To réwnanie jest spelnione dla w = log4/log 3 &~ 1,261859 (zauwazmy, ze mozna

tu wziaé logarytm o dowolnej podstawie, co nie ma wplywu na wynik). Te wlasnie
liczbe w nazywamy wymiarem samopodobienistwa krzywej Kocha. Jest to liczba lezaca
pomiedzy 11 2, co odzwierciedla wysoki ,stopieni skomplikowania” tej krzywe;j.

dla s =1/31 N =4, czyli

Taki wymiar mozemy latwo obliczy¢ dla réznych samopodobnych zbioréw, ktore sg,
suma kilku swoich kopii o roztacznych ,wnetrzach”, przy podobienstwach o danej
skali. Jesli mamy N takich kopii, a skala jest rowna s, to ten wymiar jest rowny

log]: Na przyktad, wymiar samopodobienstwa tréjkata Sierpinskiego jest rowny
log 3/log2 ~ 1,584962, a dla zbioru Cantora jest on réwny log 2/log 3 = 0,630929
(patrz rysunki).

Mozemy jeszcze uogdlni¢ nasz wzér na przypadek, gdy badany obiekt jest suma

N swoich kopii o roztacznych ,wnetrzach”, uzyskanych przez podobienstwa o réznych
skalach, powiedzmy s1,..., s, gdzie s; € (0,1). Wymiar samopodobienistwa jest wtedy
takg liczbg w, dla ktérej zachodzi

st +--+sy =1

Taka liczba w zawsze istnieje 1 jest wyznaczona jednoznacznie (dlaczego?).

Wada, wymiaru samopodobienstwa jest to, ze jest zdefiniowany tylko dla szczegdlnego
rodzaju zbioréw, uzyskanych przez procedury podobne do opisanych powyzej. Dla
innych zbioréw potrzebne jest wiec ogdlniejsze pojecie wymiaru ,fraktalnego”.
Zdefiniujemy teraz wymiar pudelkowy (ang. box dimension, box-counting dimension),
zwany tez wymiarem Minkowskiego lub Minkowskiego—Bouliganda. Oznaczany jest
zwykle dimp lub BD.

WezZmy pod uwage dowolny ograniczony zbiér A na plaszczyZnie. Dla kazdej liczby

§ > 0 istnieje taka liczba naturalna N, ze mozemy pokryé¢ nasz zbiér N kwadratami
o boku ¢ (dlaczego?). Niech N(§) bedzie najmniejsza taka liczba N. Wtedy wymiar
pudetkowy zbioru A jest réwny

log N ()

dimp(A) = lim —Tog

§—0
(podobnie jak poprzednio, ta warto$é nie zalezy od wyboru podstawy logarytmu).
Nietrudno wykazaé (jak?), ze wynik bedzie ten sam, jesli zamiast dowolnych
kwadratow o boku § wezmiemy kwadraty tworzace na plaszczyznie krate o boku §
(patrz rysunek). Mozemy tez zastapi¢ kwadraty kotami o $rednicy 4.

Jesli zbidr jest podzbiorem prostej, to zamiast kwadratow bierzemy odcinki

o dlugosci 6, a jedli jesteSmy w przestrzeni tréjwymiarowej, to kwadraty zastepujemy
kostkami o boku ¢ lub kulami o srednicy 6. Ogélnie, definicje rozszerza si¢ na
ograniczone podzbiory przestrzeni n-wymiarowe;.

Moze sie zdarzyé, ze granica w definicji wymiaru pudetkowego nie istnieje. Wtedy
trzeba zastapi¢ zwykly granice przez granice gérng lub dolna, uzyskujac tzw. gérny
lub dolny wymiar pudetkowy.

Mozna tatwo sprawdzié (jak?), ze wymiar pudetkowy odcinka jest réwny 1, kwadrat ma
wymiar pudetkowy 2 i tak dalej. A jaki jest wymiar pudetkowy zbioru Cantora C? Dla
6 =1/3" mamy N(1/3") < 2", bo C jest pokryty przez 2" odcinkéw o dtugosci 1/3",
powstatych po n krokach konstrukcji. Z drugiej strony, konice tych wszystkich odcinkéw
naleza do zbioru Cantora, a ,dziury” miedzy nimi sa dtugosci co najmniej 1/3™ i tatwo
zauwazyé, ze N(1/3") > 2". Mamy wiec N(1/3") = 2", wiec

logN(1/3") log(2") _

—log(1/3™)  log(3")
co jest rowne wymiarowi samopodobienistwa. Pozostawiamy Czytelnikowi sprawdzenie,
ze przy obliczaniu granicy w definicji wymiaru pudetkowego wystarczy bra¢ 6 = 1/3",
co daje dimp(C) = log 2/log 3. Podobnie wyznaczamy wymiar pudelkowy tréjkata
Sierpifiskiego i krzywej Kocha. We wszystkich tych przyktadach (i podobnych
konstrukcjach) wymiar pudetkowy jest réwny wymiarowi samopodobiefistwa.

log 2
log3’
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Zbiér przeliczalny to zbidr, ktérego
wszystkie elementy mozna ustawi¢ w ciag
ai,az, ... Takim zbiorem jest np. zbiér
liczb wymiernych.

Srednica zbioru U (ozn. diam U) to
supremum odlegtosci dowolnych dwéch
punktéw z U.

Supremum zbioru X C R (ozn. sup X)
to najmniejsza liczba nie mniejsza od
wszystkich liczb ze zbioru X. Jesli
takiej liczby nie ma, to przyjmujemy
sup X = +oo.

Infimum zbioru X C R (ozn. inf X)
to najwigksza liczba nie wigksza od
wszystkich liczb ze zbioru X. Jesli
takiej liczby nie ma, to przyjmujemy
inf X = —oo0.

Dla s = n miara Hausdorffa jest
rownowazna ,zwyklej” mierze Lebesgue’a
w R"™.

Zadanie. Wyznaczy¢é wymiar
pudetkowy i wymiar Hausdorffa zbioréw
A={1/n}, i B ={1/2"}2,.

quUR () = quuB(B) = 0
ogb: quuB (V) = 1\3' qIB(B) = 0’

W 1991 roku Mitsuhiro Shishikura
udowodnil, ze brzeg zbioru Mandelbrota
ma wymiar Hausdorffa réwny 2.

Wymiar pudetkowy nie ma jednak najlepszych wtasnosci matematycznych.

Na przyklad, okazuje si¢, ze wymiar pudetkowy domknigcia zbioru A jest taki sam,
jak wymiar samego zbioru A, co implikuje w szczegdlnosci, ze zbiér liczb wymiernych
w odcinku [0, 1] ma wymiar pudetkowy 1. Przy ,porzadnej” definicji wymiaru kazdy
przeliczalny zbiér powinien mie¢ wymiar zero! Jakie jest wigc pojecie fraktalnego
wymiaru, ktére zadowoli wymagajacego matematyka?

Takim wymiarem jest wymiar Hausdorffa, zwany tez czasami wymiarem
Hausdorffa—Besicovitcha. Jego definicja jest jednak znacznie bardziej skomplikowana
niz poprzednie. Oméwimy ja teraz.

Niech A bedzie dowolnym podzbiorem n-wymiarowej przestrzeni R". Ustalmy

s > 0. Wezmy pod uwage dowolne przeliczalne pokrycie zbioru A, to znaczy zbiory
U1,Us,... CR", takie ze A C Uzoil U;. (Zamiast dowolnych zbioréw mozna wziaé
kule w R™, to znaczy odcinki na prostej dla n = 1, kota na ptaszczyznie dla n = 2,
zwykte kule w przestrzeni tréjwymiarowej dla n = 3 itd.) Dla danej liczby 6 > 0
definiujemy

H3(A) =inf Y " (diam U;)°,
i=1

gdzie diam oznacza $rednice zbioru, a infimum jest wziete po wszystkich takich
pokryciach {U;}{2, zbioru A, ze diam U; < § dla wszystkich Us.

Bierzemy teraz
H®(A) = lim Hj(A).
6—0T

Ta granica zawsze istnieje (byé moze réwna +o00), bo Hg(A) maleje przy wzroscie 6.
Liczbe H®(A) nazywamy s-ta miarg (zewnetrzng) Hausdorffa zbioru A. Okazuje sie,
ze istnieje taka liczba t > 0, ze H°(A) = +oo dla wszystkich s <t i H°(A) =0 dla
wszystkich s > t. Te liczbe ¢ nazywamy wymiarem Hausdorffa zbioru A i oznaczamy
dimpg (A) lub HD(A).

Wymiar Hausdorffa ma dobre wlasciwosci matematyczne. Mozna sprawdzié, ze
dimyg (R™) = n i dimg(A) = 0 dla kazdego przeliczalnego zbioru A. Poza tym,
dimpy (M) = m dla kazdej gladkiej rozmaitosci m-wymiarowej M. Mamy tez
dilrnH(L_J?i1 A;) = sup{dimpg (4;)}2; dla dowolnych zbioréw A1, As,. ..

Wada wymiaru Hausdorffa jest to, ze zazwyczaj jest trudny do obliczenia! Juz
obliczenie tego wymiaru dla zbioru Cantora nastrecza trudnosci, a przypadek

tréjkata Sierpinskiego czy krzywej Kocha wymaga zastosowania odpowiednich narzedzi
z geometrycznej teorii miary, teorii potencjatu lub transformaty Fouriera. Pewnym
utatwieniem jest nieréwnosé

dimH (A) < dimB (A)7

ktéra zachodzi dla wszystkich zbioréw A (jesli granica w definicji wymiaru
pudetkowego nie istnieje, to bierzemy dolny wymiar pudetkowy). W przypadku

zbioru Cantora, krzywej Kocha i tréjkata Sierpinskiego mamy réwno$é wymiaréw
Hausdorffa i pudetkowego, jednak taka sytuacja nie zawsze zachodzi (patrz np. zadanie
na marginesie).

Odnotujmy jeszcze wazne twierdzenie Szpilrajna, méwiace o tym, ze wymiar
Hausdorffa jest wigkszy lub réwny wymiarowi topologicznemu. Z tego powodu fraktale
mozna zdefiniowaé jako zbiory, dla ktoérych ta nieréwnosé jest ostra.

Jest jeszcze kilka innych wymiaréw fraktalnych, takich jak wymiar Rényi, wymiar
korelacyjny czy wymiar pakujacy, ale nie bedziemy tu o nich moéwili.

Na koniec odpowiemy na pytanie zawarte w tytule: jak moze wygladaé zbior
m-wymiarowy? Aby zdefiniowaé taki zbiér, przeprowadzimy konstrukcje podobna
jak dla zbioru Cantora, z tym ze w kazdym kroku bedziemy zmieniaé liczbe
wyjetych odcinkéw i skale zmniejszania. Niech dla kazdej liczby naturalnej n
zbiér C,, C [0,1] sklada sie z N, roztacznych odcinkéw o dhugodci d,, = N/ ™™
kazdy, roztozonych tak, ze odleglosci miedzy srodkami kolejnych odcinkdéw sa
réwne 1/N,. Definiujemy zbiér ,typu Cantora” jako C = ﬂ:;l C,,. Okazuje sie,
ze jezeli liczby N, rosna dostatecznie szybko wraz ze wzrostem n, to wymiar
Hausdorffa zbioru C jest réwny 7 — 3 (nie dowodzimy tutaj tego, zauwazmy tylko,
ze limp— o0 _loliév;n =7 — 3). Wtedy zbiér C' x R? (iloczyn kartezjaniski zbioru C
i przestrzeni trojwymiarowej), zawarty w przestrzeni czterowymiarowej, ma
wymiar Hausdorffa réwny .
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