Kto chce, moze wszedzie dalej
plaszczyzne zamieni¢ na przestrzen,
a wtedy kola trzeba bedzie zamienié
na kule.

Ubocznym wynikiem rozwigzania tego
problemu bedzie mozliwo$é udzielenia

odpowiedzi (w postaci liczby) na pytanie,
jak bardzo rézni sie np. koto od kwadratu

lub tréjkata.
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Uktady iterowanych przeksztalcen
Przemystaw KICIAK™

Kto cos styszal o fraktalach, zwykle potrafi wymieni¢ dwie ich cechy
charakterystyczne: figury te maja skomplikowany ksztalt (bardziej wtajemniczeni
moéwia o ulamkowym wymiarze; kto chce by¢ bardziej wtajemniczony, przeczyta
artykul Krzysztofa Baranskiego na stronie 4) i wykazuja samopodobiefistwo
(bardziej wtajemniczeni umieja powiedzie¢, jakiego rodzaju: geometryczne,
afiniczne, rzutowe, a moze stochastyczne). Méwiac ogdlnie, cechy te ma réwniez
wiele obiektow spotykanych w Swiecie, a to otwiera szerokie pole do zastosowan
fraktali w grafice komputerowej. Jej celem jest przeciez nasladowanie rzeczywistosci.

Zajmiemy sie najprostsza metoda konstruowania i obrazowania fraktali, za
pomoca ukladdw iterowanych przeksztalcen (ang. iterated function systems,

w skrécie IFS). U podstaw tej metody lezy kilka twierdzen. Choé¢ twierdzenia
te sa niebanalne, ich dowody sg niezbyt trudne, a komputerowe algorytmy
generowania fraktali za pomoca IFS-O6w sa jeszcze prostsze.

Zacznijmy od ustalenia, co uwazamy za fraktal. Przyjmiemy, ze jest nim dowolny
niepusty, domkniety i ograniczony zbiér punktéow plaszczyzny euklidesowej F.
Zwréémy uwage, ze w ten sposob za fraktale uznaliSmy takze bardzo ,porzadne”
figury, takie jak wielokaty, ktorych wymiar nie jest utamkiem. Odrzucenie

takich figur (przez kogo$, komu zalezy tylko na ,prawdziwych” fraktalach)
bardzo (i niepotrzebnie) skomplikowaloby teorie, a poza tym w grafice zwykle
wielokaty tez sie przydadza, prawda?

Niech f oznacza ciagle przeksztalcenie plaszczyzny w siebie. Jedli zatem p
oznacza dowolny punkt plaszczyzny, to f(p) jest réwniez jej punktem. Od razu
zauwazamy, ze funkcja f wyznacza réwniez przeksztalcenie zbioru wszystkich
figur w plaszczyznie w ten sam zbidr; jesli A jest figura (tj. dowolnym zbiorem
punktéw plaszezyzny), to f(A) tez jest figura, ktora sklada sie z punktéw f(p)
dla wszystkich punktéw p € A. Zauwazmy tez, ze jesli figura A jest fraktalem
(zgodnie z przyjeta definicja), to figura f(A) réwniez nim jest.

Oznaczymy litera X zbior wszystkich fraktali na plaszczyzZnie i zajmiemy sie
problemem mierzenia odleglosci miedzy fraktalami. W tym celu okreslmy
epsilonowe rozszerzenie figury. Niech A € X. Dla dowolnego £ > 0 mozemy
kazdy punkt figury A nakryé kolem o promieniu e (biorac koto o srodku

w nakrywanym punkcie). Epsilonowe rozszerzenie figury A, ktére oznaczymy A.,
jest suma tych wszystkich kél. Dla e = 0 przyjmujemy A, = A.

Dla dowolnych dwdéch fraktali, A i B, istnieje takie nieujemne ¢, ze A C B, oraz
B C A.. Najmniejsze takie € przyjmiemy za odlegtosé figur A1 B. W ten sposéb
w zbiorze X okresliliSmy metryke (tzw. metryke Hausdorffa), ktéra oznaczymy
symbolem px. Latwo jest zauwazyé, do czego sa tu potrzebne zalozenia, ze
fraktale sa niepuste i ograniczone. Zalozenie, iz sa one domkniete, jest potrzebne
m.in. po to, aby z réwnosci px (4, B) = 0 wynikalo, ze A = B, i aby$my mieli

w zbiorze X wszystkie zbiory jednopunktowe.

Mamy zatem dwie rézne przestrzenie metryczne: plaszczyzne F, w ktérej
odlegtodé (punktéw) mierzymy w zwykly sposéb (te metryke oznaczymy pg),
i przestrzen X z metryka px. Zauwazmy, ze dla dowolnych punktéw p,q € E
jest px ({p},{a}) = pr(p, q@). Mozemy wybraé¢ dowolne przeksztalcenia
ciagle fi1,..., fn plaszczyzny E w siebie; przeksztatceniom tym odpowiadaja
przeksztalcenia fq,..., f, przestrzeni X w siebie. Uzyjemy ich do okreslenia
kolejnego przeksztalcenia f: X — X, przyjmujac, ze dla dowolnego
fraktala A jest

n

C
w= LR

Moéwimy, ze przeksztalcenie g (dowolnej) przestrzeni metrycznej (z metryka p)
jest zwezajgce, jesli istnieje taka stata L < 1, ze dla dowolnych punktéw z,y tej
przestrzeni zachodzi p(g(x), g(y)) < Lp(x,y). Udowodnimy
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Rozwigzanie zadania M 1320.
Odpowiedz: 2010!

Oznaczmy poziome odcinki naszej planszy
kolejno przez I, I, ..., , I2010-

Zauwazmy, ze $ciezka przecina kazdy

z tych odcinkéw dokladnie raz. Sciezka
moze przecigé odcinek I1 na jeden
sposéb, I2 na 2 sposoby, Iz na 3 itd.,
wreszcie Io010 na 2010 sposobow.
Zatem $ciezek jest co najwyzej
1-2.....2010 = 2010! —
zobaczy¢, ze jest ich dokladnie tyle,

nietrudno

gdyz
kazdy wybér jednego z k pododcinkdéw
odcinka I, ktéry ma przeciaé Sciezka,
definiuje poprawna Sciezke.

MRS

Rozwigzanie zadania F 792.
Przykltadowe rozwiazanie

z przelacznikiem pigciopozycyjnym
przedstawiono na rysunku. Dla polozen
1-3 przyrzad mozna wykorzystac

jako woltomierz o zaciskach ,+”7 1V,

a dla polozen 4 i 5 jako amperomierz

o zaciskach ,+7 1 A.

R =33 kQ, Ry = 0,3 MQ, Rz =3 MQ,
R4 = 0,181 Q, Rs = 0,036 Q.

R3
Ry
3
+ A 2 R
1 1%

Twierdzenie Hutchinsona. Przeksztalcenie f: X — X jest zweZajqce,
jesli wszystkie przeksztalcenia f1,. .., fn: E — E, uiyte do zdefiniowania
przeksztalcenia f, sq zwezajgce.

Dowdd. Przypusémy, ze przeksztalcenia f1,..., f,, sa zwezajace. Zatem

istnieje taka liczba L < 1, ze dla dowolnych punktéw p i g oraz dla
i=1,...,njest pp(fi(p), fi(q)) < Lpe(p,q). Niech A, B € X i niech

d = px (A4, B). Stad dla kazdego punktu p € A istnieje taki punkt q € B, ze
pE(p,q) < J (na przyklad, nalezacy do B érodek kota o promieniu §, w ktérym
lezy punkt p). Ale wtedy dla kazdego ¢ mamy pg(fi(p), fi(q)) < Ld, skad
wynika, ze figura f;(A) jest zawarta w epsilonowym rozszerzeniu f;(B),

dla e = Lé. Mozemy wiec napisaé

Ufz U fl(B))sz(f(B))s

i podobnie dowodzimy, ze f(B) C (f(A;): . Stad
px(f(A), f(B)) <& = L5 = Lpx (4, B),

—

co konczy dowod. O

Drugie z najwazniejszych twierdzen lezacych u podstaw ukladéw iterowanych
przeksztalcen to

Twierdzenie Banacha o punkcie stalym. W zupelnej przestrzeni metrycznej
dowolne przeksztalcenie zwezajgce ma jednoznacznie okreslony punkt staty.

Nie bedziemy dowodzili tu tego twierdzenia, podobnie jak faktu, ze zbiér X

z metryka px jest zupelna przestrzenia metryczna (choé nie sa to trudne
dowody). Punkt staly przeksztalcenia f, okreslonego zgodnie z opisem podanym
wyzej, jest fraktalem, tj. pewng figura niepusta, domknieta i ograniczona;
oznaczmy ja litera F'. 7 jakich punktow sktada sie ta figura? Przeksztalcenia f;
sa zwezajace, a zatem kazde z nich ma jeden punkt staly w ptaszczyznie E.
Punkty te, oczywiscie, naleza do figury F. Wezmy dowolne (skonczone)
zlozenie naszych przeksztalcen, f;, o...o f;;. Ono tez jest przeksztalceniem
zwezajacym plaszezyzny E i jego punkt stalty réwniez nalezy do F. Mozna
dowiesé, ze figura I jest domknieciem zbioru punktéw statych wszystkich
takich zlozen.

Poza ciagloscia, a potem wtasnoscia zwezania, nie naktadaliémy zadnych
warunkéw na przeksztalcenia f1,. .., f,. Najczesciej w praktyce IFS-y sa
budowane z przeksztalcen afinicznych. Kazde afiniczne przeksztalcenie
plaszezyzny moze by¢ reprezentowane za pomoca szesciu (czyli niewielu)
liczb i obliczenia z nim zwiazane zabieraja bardzo malo czasu. Ma miejsce
jeszcze jeden istotny fakt, ktorego Scisty dowdd jest, niestety, dosyé zmudny:
figura F' zalezy od liczb reprezentujacych przeksztalcenia fy,..., f,, w sposéb
ciagly. Bardzo mate zaburzenia tych liczb powoduja zatem niewielkie zmiany
otrzymanych obrazdéw.

Przejdzmy do praktyki: aby okredli¢ IFS, wybieramy na plaszczyznie jeden duzy
trojkat i n mniejszych; te mniejsze trojkaty przyjmujemy za obrazy trojkata
duzego, co okresla poszczegdlne przeksztalcenia afiniczne.

Istnieje kilka metod tworzenia obrazu figury F'; wszystkie one polegaja na
iterowaniu przeksztatcen fi, ..., f,, czyli stosowaniu ich do pewnej figury,

a potem do jej obrazéw w przeksztalceniach wykonanych wezesniej. Mozemy
zaczaé od figury jednopunktowej. Najlepiej jest przyjaé, ze sktada sie ona

z punktu stalego dowolnego z przeksztalcen f; — punkt ten tatwo jest znalezé,
rozwigzujac uktad dwdch réwnan liniowych, a jesli zaczniemy od niego, to
wszystkie kolejno otrzymane punkty beda naleze¢ do figury F.

Metoda I. W kazdej iteracji rysujemy biezacy punkt p,, a nastepnie losujemy
liczbe iy, € {1,...,n} i obliczamy p,, = fi, (p;). Metoda ta potrzebuje

bardzo malo pamieci. Jej wada jest koniecznosé starannego dobrania rozktadu
prawdopodobienstwa do losowania. Jesli rozklad jest dobrze dobrany, to zwykle
wystarczy wykona¢ od kilkunastu tysiecy do kilkuset tysiecy iteracji.
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Rozwigzanie zadania M 1319.
Oznaczmy przez X $rodek ciezkosci
tréjkata ABC, czyli punkt przeciecia
odcinkéw CN i BM.

C
I M
X
B N A

Zauwazmy, ze L jest §rodkiem okregu
opisanego na tréjkacie BCX. Zatem
LX = BL = % Poniewaz X jest srodkiem

ciezkos$ci, wigc AL = 3LX = 3

Metoda II. Uzyjemy kolejki, do ktérej wstawimy punkt p,. W kazdej

iteracji wyjmujemy punkt z kolejki, obliczamy jego obrazy we wszystkich
przeksztalceniach fi,..., f,, kazdy z nich wstawiamy do kolejki i rysujemy.
Potrzebna jest zatem kolejka mogaca pomiesci¢ prawie tyle punktéw, ile chcemy
wyznaczy¢ (zwykle co najmniej kilka tysiecy).

Metoda III. Podobnie jak w metodzie drugiej, uzyjemy kolejki; nowoscia jest
to, ze wezedniej ustalamy wielko$é (w pikselach) obrazu, ktéry cheemy uzyskaé.
Obliczenia prowadzimy w uktadzie wspélrzednych obrazu i po obliczeniu
kazdego punktu zaokraglamy jego wspétrzedne do liczb catkowitych. Do kolejki
wstawiamy tylko te piksele, ktére nie byly zamalowane wczesniej. W tej
metodzie wykonamy skonczenie wiele iteracji — algorytm zakonczy dziatanie po
opréznieniu kolejki. Otrzymany rysunek jest najlepszym przyblizeniem figury F'
przy ustalonej rozdzielczosci rastra. Stosujac te i nastepna metode, nalezy
zadbaé o to, aby cala figura F' zmieScila sie na obrazie.

Metoda I'V. Rysujemy n poteksturowanych réwnoleglobokéw, bedacych
obrazami prostokata, w ktérym tworzymy obraz, w przeksztalceniach f;;
otrzymanego obrazu uzywamy jako teksture w nastepnej iteracji. W tej
metodzie wystarczy wykona¢ kilkanascie lub najwyzej kilkadziesiat iteracji.
Kolejka nie jest tu potrzebna, ale bardzo si¢ przydaje zréwnoleglenie obliczen
przy uzyciu nowoczesnej karty graficzne;j.

Zobaczmy kilka przykladowych obrazkow.

Na rysunku 1 mamy dwa fraktale otrzymane za pomoca
uktadéw pieciu przeksztalcen. Kazde przeksztalcenie

jest zlozeniem jednokladnosci o skali s i przesunigcia,
przemieszczajacego pewien punkt na jeden z pieciu punktéw
rozmieszczonych réwnomiernie na okregu. Z lewej strony
mamy s = 0,36, a z prawej s = 0,5. Zwickszajac dalej s,
otrzymaliby$émy pieciokat foremny.

Najbardziej znanymi fraktalami, ktére mozna otrzymac,
iterujac przeksztalcenia afiniczne, sa paprocie Barnsleya,
generowane przez uklady czterech przeksztalcen, ale mozna
tez ,hodowaé¢” w ten sposéb inne rosliny; juz dla n = 3
mozna uzyskaé ciekawe efekty (rys. 2).

Figury o skomplikowanym ksztalcie mozna zatem
reprezentowaé przy uzyciu bardzo niewielkiej ilosci danych.
Obrazek na rysunku 3 przedstawia figury wygenerowane
za pomocg pewnej liczby IFS-6w, ktérych opis sktada sie

z dwustu kilkudziesigciu liczb rzeczywistych.

Rozwinieciem ukladéw iterowanych przeksztalcen sa

Rys. 2

Rys. 3

algorytmy fraktalnej kompresji obrazéw — sa to jedne

z najskuteczniejszych stosowanych obecnie technik kompres;ji.
Umozliwiaja one zapisywanie reprezentacji obrazéw w malej
ilosci miejsca, a potem odtwarzanie tych obrazéw z malym
bledem. Oczywista réznica wobec IFS-6w jest przejscie od
okres$lonych na ptaszczyznie funkcji przyjmujacych tylko dwie
wartosci (punkt albo nalezy, albo nie nalezy do ustalonej
figury) do funkcji przyjmujacych wartosci rzeczywiste.

Tak samo, jak w przypadku fraktali generowanych przez
IFS-y, gdzie krétki ciag liczb reprezentujacych poszczegdlne
przeksztalcenia afiniczne umozliwia wygenerowanie

obrazu figury o skomplikowanym ksztalcie, zapisane

przez procedure kompresji dane reprezentuja pewne
przeksztalcenie zwezajace zbioru funkcji (obrazéw)

w siebie. Punktem stalym tego przeksztalcenia jest
przyblizenie obrazu poddanego kompresji. Odtwarzanie
obrazu polega na wykonaniu kilku lub kilkunastu iteracji
tego przeksztalcenia.



