Dzieki temu do wyznaczenia wysokosci wzniesienia nie jest potrzebna znajomoscé
katowej skali obrazu Ksiezyca obserwowanego w lunecie badz katowej skali
fotografii Ksiezyca. Otrzymane zaleznosci sa, oczywiscie, prawdziwe dla dowolnego
kulistego obiektu oswietlonego odleglym, niemal punktowym Zrédlem Swiatta.

* * *

Jesli R uznamy za wielko$é znana, to do wyznaczenia wysokosci wzniesienia
konieczne bedzie zmierzenie czterech katéw: €, o/, v, 4 (rys. 5). Mozna je
zmierzy¢é w trakcie bezposredniej obserwacji wizualnej lub wykorzystujac
do pomiaréw zdjecie Ksiezyca.

v Zrobienie zdjecia Ksiezyca, umozliwiajacego wykonanie niezbednych pomiaréw

z rozsadna dokladnoécia, wymaga uzycia obiektywu o ogniskowej zblizonej

do 1 m. Role takiego obiektywu spelnia zazwyczaj obiektyw lunety lub
zwierciadlo teleskopu. Decydujacy wplyw na dokladno$é pomiaru ma wielko$é

i ostro$¢ obrazu Ksiezyca. Ze wzgledu na drgania uktadu fotografujacego
powodowane powiewami wiatru i turbulencja atmosferyczna czas naswietlania
nie powinien przekraczaé¢ 1/30 sekundy. Poniewaz jedna z mierzonych wielkosci
jest promien tarczy Ksiezyca, a wielko$¢ te mozna wyznaczy¢ najdokladniej,
mierzac Srednice tarczy, zdjecie powinno obejmowaé cata oSwietlong cze$é tarczy.

Rys. 5. Katy, ktére nalezy zmierzy¢, aby
wyznaczy¢ wysokosé wzniesienia. Linia
przerywana laczy punkty jednakowo
odlegte od plaszczyzny wyznaczonej przez
polozenie obserwatora, srodka Ksi¢zyca

i srodka Stonca.

Bezposredni (wizualny) pomiar katéw e, o/, v, § bedzie wymagal uzycia lunety
lub teleskopu umozliwiajacego osiagniecie ponad stokrotnego powiekszenia.

i Typujac wzniesienia przewidziane do pomiaru, nalezy wybieraé takie,

Rozwigzanie zadania M 1353.
Zauwazmy, ze

ktorych otoczenie wydaje sie w miare plaskie i poziome. Jedyna wskazowka,
umozliwiajaca ocene stopnia spelnienia tego warunku, jest Swiatlocieniowy obraz
otoczenia. Jesli zalezy nam na zmierzeniu wysokosci konkretnego wzniesienia,

1 1 1 . , L . i I .
- ot nalezy poczeka¢ na wieczor, w ktérym znajdzie sie ono w poblizu terminatora.
n n — n(n —

ale

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
Eil+17<Eik+1>+<k+17k+2>+”'+(771+1>7k(k+1)+(k+1)(k+2)+'”+l(l+1)’

zatem wystarczy przyjac k=n—1,l=n(n—1) — 1.

Test na liczbe pierwsza
Wojciech CZERWINSKI*

Chyba wszyscy lubimy liczby pierwsze. Szczegdlne wrazenie robia te naprawde
duze, wydaja sie skrywaé w sobie jakas nadzwyczajna tajemnice: dlaczego
akurat one staly sie swego rodzaju wybrancami sposréd innych liczb i maja
tak niezwykte wlasciwosci?

ebejuigldcy MYLADKI X9qIDTY”
brisecpoqsr qogjgquie lequy broegs
mieLxcpojeK’ ¥ brzex leqen mierscpojeg
qme (LOIRIEN mmer brxecpoqsic brzex
g* PKoLo broegs we gsIe[i¢ (LOIKSp Uy

Matematycy od dawna zastanawiaja sie, jak sprawdzacd, czy liczba jest pierwsza.
Dawniej robili to tylko (a moze az) z ciekawosci i poczucia doniostosci zadania.
W dzisiejszych czasach majg takze bardziej praktyczne motywacje. Przyktadowo,
na potrzeby algorytmu RSA chcieliby$my umieé¢ sprawdzaé, czy liczba majaca
okoto 500 cyfr jest pierwsza, czy tez zlozona.

Powszechnie stosowany i w praktyce najszybszy jest test pierwszosci
Millera—Rabina (w skrécie test MR), wymyslony w 1980 roku. Wykorzystuje on
losowo$¢ i opiera si¢ na nastepujacym pomysle. Powiedzmy, ze chcemy sprawdzic,
czy liczba n jest pierwsza. Okazuje sie, ze jezeli n jest ztozona, to co najmniej
potowa liczb ze zbioru {1,2,...,n — 1} jest Swiadkami zloZonosci tej liczby

(to zreszta bardzo mato doktadne oszacowanie). Nazwa bierze sie stad, ze jezeli
dla pewnej liczby n istnieje liczba 1 < a < n — 1 bedaca jej swiadkiem ztozonosci,
to wiadomo, ze n jest liczbg ztozona.

Wigcej szczegbltéw o algorytmie

RSA i o tescie Millera-Rabina

mozna przeczyta¢ m.in. w ksigzkach
Wprowadzenie do algorytmdw

T. Cormena, R. Leisersona, R. Rivesta
i C. Steina oraz Kryptografia. W teorii
i w praktyce D. Stinsona.

Stosunkowo tatwo jest sprawdzié, czy dana liczba a jest $wiadkiem ztozonosci

dla n, ale nie bedziemy teraz wchodzi¢ w szczegdly, co to znaczy i jak sie to robi.
Co wiecej, odpowiednie obliczenia mozna wykonaé szybko — jezeli liczba n ma

k cyfr, to algorytm sprawdzajacy, czy a jest swiadkiem ztozonosci dla n, wykonuje
mniej wiecej k> operacji. To znaczy, ze dla n bedacej liczbg pieésetcyfrowa wykona
on mniej wiecej 5002, czyli 125 milionéw operacji. Nasz domowy komputer
potrzebuje na to mniej wiecej jednej setnej sekundy — czyli nie jest Zle.

*doktorant, Instytut Informatyki,
Uniwersytet Warszawski
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Zwréémy uwage, ze jesli liczba n ma

k cyfr, to k jest rzedu logn. Zatem
test MR wykonuje de facto rzedu

log3 n operacji. Jednak naturalng
miarg wielko$ci liczby danej na wejsciu
jest wlasnie liczba jej cyfr. Dlatego
wymagamy, by algorytm wielomianowy
rozwigzujacy problem testowania
pierwszoéci wykonywal rzedu log® n
operacji; n® to za duzo.

Rozwigzanie zadania M 1352.
Wykazemy najpierw, ze
it (n—r)
Z k n—=k _(n +1
i r—i) \r+1)°
k=i

Rozwazmy w tym celu (r + 1)-elementowe

podzbiory zbioru {1,...,n + 1},

dla ktérych t;411 = k 4+ 1. Wtedy

i < k< n—(r—1). Zatem elementy

ti, ...ty itiga, ..., tr4+1 mozemy wybracé

k\ (n—k\ o s .
na (7) (r—i) sposobéw. Sumujac te
mozliwosci po dozwolonych wartosciach k,

dostajemy zadany wzér.

Rozwazmy teraz r-elementowe podzbiory
zbioru {1,...,n}. Takich podzbioréw,

dla ktorych t; =k, jest (57}) (77F),

gdzie i < k < n — r + ¢. Zatem Srednia
arytmetyczna liczb ¢; wynosi

G

Ale (571) = ¢

k . . .
% (,l.), wige ta $rednia
jest réwna

Zatem aby sprawdzié, czy liczba n jest pierwsza, postepujemy tak: losujemy a

z przedziatu od 1 do n — 1 i sprawdzamy, czy a jest $wiadkiem zlozonoéci

dla n. Jezeli jest, to wiemy, ze n jest ztozona. Jesli nie, to n przeszta pierwsza
prébe i sprawdzamy dalej. Poniewaz dla dowolnego n swiadkowie zlozonoéci to
przynajmniej potowa liczb z przedziatlu od 1 do n — 1, wiec prawdopodobienstwo,
ze liczba ztozona n przejdzie pojedyncza prébe, jest nie wigksze niz 1/2. Losujemy
wiec kolejne a i znow sprawdzamy, czy jest ono $wiadkiem ztozonosci dla n. Jezeli
liczba n jest ztozona, to prawdopodobienstwo przejscia 30 testéw bez znalezienia
$wiadka ztozonosci jest mniejsze niz 1/2%° (czyli réwniez mniejsze niz 1/10%).

Po 100 testach prawdopodobienstwo tego, ze btednie uznamy liczbe ztozong za
pierwsza, jest juz mniejsze niz szansa na to, ze w ciagu nastepnej minuty wielki
meteoryt uderzy w Ziemie i zakonczy wszelkie nasze matematyczne dywagacje.
Czyli mamy pewnoé¢ zupelnie wystarczajaca. Przeprowadzenie 100 testéw zajmie
na domowym komputerze nie wiecej niz sekunde — to bardzo niewiele.

Matematykom jednak problem testowania pierwszosci nadal nie dawal spokoju.
Chcieli mie¢ metode dajaca pewnosé absolutna, obliczajaca wynik w sensownym
czasie, a nie tylko wystarczajaca do celéw praktycznych.

Powiemy, ze algorytm jest wielomianowy, jezeli dla danych rozmiaru k wykonuje
co najwyzej W (k) operacji, gdzie W to pewien wielomian. Czyli, na przyktad,

test MR jest algorytmem wielomianowym, gdyz dla liczby o k cyfrach wykonuje

co najwyzej C - k® operacji dla pewnej statej C. Algorytmy wielomianowe sa
umownie uwazane za szybkie, a te o wigkszej zlozonosci — za wolne. W informatyce
teoretycznej dla danego problemu bardzo waznym pytaniem jest, czy da sie
skonstruowaé algorytm wielomianowy rozwigzujacy go, ktéry podaje poprawna
odpowiedz zawsze, a nie tylko z duzym prawdopodobienistwem. Dla problemu
testowania pierwszosci pytanie to do niedawna byto problemem otwartym.

Test MR nie jest rozwiazaniem, poniewaz zawiera element losowoSci.

Chociaz przez wiele lat nie udawato sie znalezé odpowiedzi, wigkszos¢ matematykow
wierzyta w istnienie wielomianowego testu pierwszosci. Az wreszcie w roku 2002
trzech naukowcoéw z Uniwersytetu w Kampurze oglosito znalezienie pierwszego
takiego algorytmu. Nazwano go algorytmem AKS, od pierwszych liter nazwisk
twércow: Agrawal, Kayal, Saxena. To byt wielki sukces — kwestia trudnoéci testowania
pierwszo$ci zostala ostatecznie rozstrzygnieta. Autorzy otrzymali za to osiggniecie
m.in. nagrode Godla — najbardziej prestizowe wyrdznienie w dziedzinie informatyki
teoretycznej. Co ciekawe, test AKS dziala w praktyce wolniej niz test MR. Po pewnych
poprawkach dla liczby o k cyfrach wykonuje rzedu k° operacji, a oryginalny algorytm
jest nawet jeszcze nieco wolniejszy. To nie umniejsza jednak doniostosci wyniku.

Opis algorytmu miesci si¢ na zaledwie kilku stronach, co jest zupelnie niespotykane
dla osiagnie¢ matematycznych tej trudnosci. Co wigcej, uzywa (po paru
poprawkach) jedynie elementarnej matematyki. Opiera si¢ na kilku bardzo sprytnych
spostrzezeniach. Korzystajac z okazji, przyjrzyjmy sie temu algorytmowi z lotu ptaka.
Glownym pomystem jest nastepujace spostrzezenie.

Lemat. Niech a,n € N, n > 2 oraz NWD(a,n) = 1. Wéwczas n jest pierwsza
wtedy i tylko wtedy, gdy

(1)

Dowaod. Kongruencje z lematu rozumiemy jako réwno$¢ modulo n wspoétezynnikow
przy odpowiednich potegach z'. W wyrazeniu (z + a)" wspétczynnik przy =’

to (?) a™ "t Wystarczy wiec zastanowié sie, kiedy n dzieli (?) dlal<i<n—1
oraz czy a" = a (mod n). Gdy n jest pierwsza, to tatwo sprawdzié, ze liczby

(?) oraz a" — a sa podzielne przez n (ten ostatni fakt to male twierdzenie
Fermata), wigc teza jest prawdziwa.

(r+a)" =z" +a (mod n).

Przypusémy teraz, ze n jest ztozona i liczba pierwsza g dzieli n. Niech m bedzie
takim maksymalnym wyktadnikiem, ze ¢ | n. Wéwczas jednak mamy

m, [ n-(n—1-...-(n—q+1)
q"t = ;
q q:
gdyz q dzieli licznik w m-tej potedze, a mianownik w pierwszej. Liczba ¢ jest
wzglednie pierwsza z a, czyli gt (Z)a"fq, a zatem nt (Z) a9, co dowodzi tezy
réwniez dla liczb ztozonych. O

)
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Ro6wnosé wielomianéw W(z) i V(z)
modulo pewien wielomian Z(z) oznacza,
ze reszty z dzielenia wielomianéw W i V
przez wielomian Z sg takie same. Zapis
(z+a)" =2" +a (mod n,z" — 1)
interpretujemy tak: najpierw obliczamy
reszty r1(z) i ro(z) z dzielenia
wielomianéw (z + a)™ i 2™ + a przez
2" — 1, a nastepnie poréwnujemy
wsp6lczynniki wielomianéw rq i 72
— sprawdzamy, czy sg przystajace
modulo n. Inaczej, mozemy sprawdzié,
czy reszta z dzielenia wielomianu
(x+a)” — 2™ — a przez " — 1 jest
wielomianem, ktérego wszystkie
wspélezynniki sa podzielne przez n.
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Czytelnik zainteresowany szczegdlami
bez problemu znajdzie w Internecie
artykut autoréw algorytmu Primes is
in P, napisany naprawde¢ przystepnie
i przejrzyscie.

By rozstrzygnadé, czy n jest pierwsze, wystarczy wiec sprawdzi¢, czy wielomiany
(z+a)™ i 2™ 4+ a maja wszystkie wspdlezynniki przystajace modulo n. Gdybysmy
jednak sprawdzali je po kolei przy kazdej potedze x, to wykonalibySmy przynajmniej
rzedu n operacji. To za duzo, wiec trzeba oblicza¢ wspoétczynniki sprytnie.

Kolejny pomyst to sprawdzanie réwnosci (1) modulo wielomian postaci " — 1 dla
pewnego r € N, czyli

(2) (z+a)" =2" +a (mod n,z" —1).

Moze sie jednak okazaé, ze niektére liczby zlozone spekiaja réwnosé (2), mimo ze
nie spelniajg réwnoéci (1). Rozwiazaniem tego problemu jest sprawdzanie (2) dla
odpowiednio dobranego r i dla wszystkich dodatnich wartosci a, nie wiekszych
niz |\/¢(r)logn]| (gdzie ¢(r) oznacza liczbe liczb mniejszych od r i wzglednie
pierwszych z r). Okazuje sig, ze liczba n, spelniajaca wszystkie takie réwnosci,
musi by¢ pierwsza. Wlasnie w wykazaniu prawdziwosci tego spostrzezenia lezy
gtéwna trudnosé techniczna dowodu.

Niech o,(n) bedzie taka najmniejsza liczba k, ze n* = 1 (mod r). Algorytm AKS
dziata wedlug nastepujacego schematu:

Jjeslin=abdlaa €N, b> 1, to zwr6é ZLOZONA
. znajdz taka najmniejsza liczbe r, ze o.(n) > log®n
.jesli 1 < NWD(a,n) < n dla jakiego$ a < 7, to zwréé ZLOZONA
. jesli n < ry to zwr6¢ PIERWSZA
.dla a od 1 do [1/¢(r)logn| wykonuj:
jedli (z 4+ a)™ # 2™ + a (mod n,z” — 1), to zwréé¢ ZEOZONA
6. zwr6¢ PIERWSZA

Uk W N~

Bez wielkiej trudnosci mozna stwierdzi¢, ze jesli algorytm zakonczy dziatanie

w jednym z pierwszych pieciu krokéw, to odpowiedz jest poprawna. Jezeli zwroci
wynik w punkcie 1, to zrobi, oczywiscie, stusznie. Jezeli znajdzie w punkcie 3 taka
liczbe¢ k = NWD(a,n), ze 1 < k < n, to k jest nietrywialnym dzielnikiem n, czyli
istotnie n jest ztozona. Z kolei jezeli w punkcie 4 okaze sig, ze n < r, to znaczy, ze
w punkcie 3 sprawdziliSmy wszystkie a < n i kazda byta wzglednie pierwsza z n,
czyli faktycznie n jest pierwsza. Jesli w punkcie 5 réwnosé modulo n nie jest
spelniona, to nie zachodzi réwniez zaleznosé (1), czyli istotnie n jest zlozona.
Pozostaje jedna watpliwosé co do poprawnosci algorytmu: czy wynik zwracany

w punkcie 6 jest poprawny?

Dowdd opiera sie na analizie funkcji f oraz liczb m € N spelniajacych réwnanie

f(@)™ = f(z™) (mod z" —1,p)
dla pewnego konkretnego czynnika pierwszego p liczby n. Jedli liczba n przeszta
testy w punkcie 5, to dla kazdej funkcji postaci f(x) = x + a oraz m = n powyzsza
kongruencja jest prawdziwa. Mozna wyprowadzi¢ analogiczne zaleznosci dla innych
funkcji f i liczb m i, idac tym tropem, udowodnié, ze algorytm stusznie zwraca
wynik PIERWSZA w punkcie 6. To rozumowanie pozwala zakonczyé dowdd
poprawnosci algorytmu, ale wymaga troche pracy nad szczegétami.

Czytelnik Uwazny chcialby pewnie zapytaé, czy istotnie algorytm AKS jest
wielomianowy. Te sprawe rozwiazuje lemat, z ktorego wynika, ze dla n > 2 istnieje
7 nie wigksze niz [log® n] speliajace whasnosé z drugiego kroku algorytmu.
Analizujac dokladnie dalsze kroki (do czego przydaje si¢ pewne doswiadczenie

w szacowaniu zlozonosci), zauwazymy, ze ten fakt rzeczywiscie pozwala na
oszacowanie czasu dziatania algorytmu przez wielomian zalezny od logn. Dobrym
zadaniem na poczatek jest znalezienie sposobu wykonania pierwszego kroku

w czasie wielomianowym od log n.

Te wyniki nie oznaczaja bynajmniej, ze cata sprawa liczb pierwszych doczekata
sie ostatecznego zamkniecia. Istnieje naprawde ogromnie duzo nierozwiazanych
probleméw dotyczacych liczb pierwszych. Wiele z nich ma takze znaczenie
praktyczne. Chyba najwazniejszym takim problemem jest zagadnienie faktoryzacji
liczb, czyli znajdowania ich rozktadu na czynniki pierwsze. Do dzi$ nie ma

dla tego problemu zadnych algorytmoéw dziatajacych w zadowalajacym czasie,
choéby takich, ktore wykorzystuja losowosé, albo nawet takich, ktore wydaja sie
poprawne, ale na razie nie umiemy tego udowodnic.

20



