Po co mi nieskonczonosc¢?

Po to, zeby twierdzenie o pelnosci zachodzilo.

Wiem, ze po tej deklaracji nie mam wyjscia i musze
wythumaczy¢, o co chodzi.

Zajmuje sie logika. Logika dla matematykéw to troche jak
gramatyka historyczna dla polonistéw: nauka o jezyku,
ktérym sie postuguja. Jezyk ten jest ztozony z formul,
bedacych napisami, ktore z kolei wyrazaja wlasnosci
struktur matematycznych, na przyktad podzbioréw prostej
(ktérych jest nieskoniczenie wiele) albo algebry wartosci
logicznych prawda i falsz, ktéra jest skonczona.

Jednym z najwazniejszych w logice jest twierdzenie
o pelnoéci dla logiki pierwszego rzedu, ktére udowodnit
jako pierwszy Kurt Godel.

Orzeka ono, ze kazda wlasno$é struktur matematycznych,
ktoéra da sie wyrazi¢ w logice pierwszego rzedu i ktora
przystuguje wszystkim bez wyjatku strukturom, mozna
takze udowodnié¢, postugujac sie formalnym systemem
dowodowym. Wtasnosci przystugujace wszystkim
strukturom nazywa sie tautologiami i mozna o nich mysleé¢
jako o fundamentalnych prawach matematycznego $wiata,
sformutowanych za pomoca sztywnego, skodyfikowanego
jezyka logiki. Z kolei system dowodowy opiera si¢ na Scisle
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okres$lonych manipulacjach na napisach, ktorymi sa
formuty logiki, w oderwaniu od wszelkich intuicji czy
odwotan do swiata struktur. Formule, dla ktérej znajdzie
sie dowod w tym systemie, nazywa sie twierdzeniem.

Twierdzenie o pelnosci méwi, ze zbiory tautologii

i twierdzen sa identyczne: jak cos jest prawdziwe w kazdej
strukturze, to ma takze formalny dowdd, a jak ma dowdd,
to jest prawdziwe we wszystkich strukturach.

Nieformalnie, matematyk Scisty formalista (tak sobie
wyobrazam uzytkownikéw systemu dowodowego)

i matematyk odwolujacy si¢ do rozumienia i znaczenia
formul (powiedzmy o nim, ze to matematyk platonista)
tworza i badaja te sama matematyke.

Kluczowe dla twierdzenia o pelnoéci jest to, ze dopuszczone
sa w nim takze struktury nieskonczone jako obiekty,
ktorych wlasnosci wyraza logika. Z twierdzenia
Trachtenbrota wynika, ze dla zbioru formul prawdziwych
we wszystkich strukturach skoficzonych (ale niekoniecznie
prawdziwych w strukturach nieskoficzonych) nie daloby
sig stworzy¢ stosownego systemu dowodowego. W Swiecie
bez struktur nieskonczonych drogi matematyka-formalisty
i matematyka-platonisty by sie rozeszty.

Redaguje Tomasz TKOCZ
M 1390. Dany jest punkt P wewnatrz tréjkata réwnobocznego ABC (rys. 1).

M 1391. Udowodnié, ze réwnanie

C
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nie ma rozwigzania w liczbach caltkowitych dodatnich.
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M 1392. Pokolorowano pewne odcinki okregu o tacznej dlugosci

Rys. 1

wiekszej niz polowa obwodu tego okregu (rys. 2). Udowodnié, ze istnieja
dwa punkty antypodyczne, tzn. symetryczne wzgledem $érodka okregu, ktére

sg pokolorowane.

Przygotowali Andrzej MAJHOFER i@ Michat NAWROCKI

F 835. Na rysunku 3 przedstawiono bieg promienia BC' wychodzacego z soczewki
rozpraszajacej, ktérej ogniska znajduja sie w punktach F'i F}. Znalez¢ metoda

B geometryczna bieg promienia padajacego na soczewke w punkcie B.

F 836. Podniesienie stanu wody w zbiorniku prowadzi do jej ,,przelania sie”

Rys. 2
Rozwigzanie na str. 13
F F
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c
Rys. 3

przez tame. Ile razy wzrosnie masa wody przelewajacej sie przez tame

w jednostce czasu, jesli poziom wody nad krawedzia tamy wzro$nie k razy?
Zaktadamy, ze w obu przypadkach poziom wody nieznacznie przewyzsza tame.
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