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Szereg Z aj jest zbiezny, gdy istnieje
k=1

skonczona granica ciggu sum cze¢sciowych
n

Sy = E ay. Jezeli ciag S, nie ma
k=1

skonczonej granicy, szereg nazwiemy

rozbieznym.

*Wydzial Matematyki, Informatyki
i Ekonometrii, Uniwersytet Zielonogérski

Czlapanie do nieskonczonos$ci
Tomasz MALOLEPSZY ™

Matematyka, jak przystato na krélows nauk, jest dyscypling dos¢ trudna

i wymagajaca umiejetnosci abstrakcyjnego myslenia. Jezeli przyjaé

za Galileuszem, ze matematyka jest alfabetem, za pomoca ktorego Bég opisal
wszech$wiat, to trzeba przyznad, ze jest to alfabet dod¢ zlozony i nie jest tatwo
nauczy¢ sie dobrze nim postugiwaé. Jednym z jego wazniejszych elementéw jest
niewatpliwie nieskonczonosé. Préba zrozumienia nieskonczonosci dla czlowieka,
ktory w istocie rzeczy zyje otoczony wielko$ciami skoficzonymi (a przynajmniej
takie mu sie one na pierwszy rzut oka wydaja), czesto opiera sie na swoistym
przeniesieniu doswiadczen czy intuicji znanych mu z jego ,skonczonego” $swiata,
co zwykle koniczy sie niepowodzeniem. Dobrym tego przyktadem sa szeregi, czyli
obiekty matematyczne, ktore (niezbyt precyzyjnie piszac) uogélniaja pojecie
sumy na przypadek nieskonczenie wielu sktadnikéw.

Juz ze szkoly Sredniej wiadomo, ze taka uogdlniona suma nieskonczonej ilosci
dodatnich sktadnikéw moze by¢ skonczona (przekonuje o tym chociazby
wzOr na sume skladnikéw nieskonczonego ciagu geometrycznego o ilorazie ¢
w przypadku, gdy |g| < 1). Gdy pojawia si¢ zatem problem obliczenia sumy

odwrotnosci wszystkich liczb naturalnych, czyli szeregu Z +» intuicja podparta

wyliczeniem kilku jego poczatkowych sum czesciowych sugeruje ze wielkosé
ta jest skonczona, a nawet niezbyt duza. To podejrzenie wzmacnia uzycie
dowolnego kalkulatora czy komputera — od pewnego momentu pojawiajace
sie na ich ekranach sumy cze$ciowe 5, nie ulegaja zmianie. Czy zatem

(o]
rzeczywiscie szereg %, zwany szeregiem harmonicznym, jest zbiezny?

k=1
Ot6z nie! Co wigcej, nawet nietrudno to wykazaé. Wystarczy w tym celu
zauwazy¢, ze pewne sumy czedciowe szeregu harmonicznego latwo oszacowaé
z dotu w nastepujacy sposob:
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a otrzymane dolne oszacowanie przy k — oo dazy przeciez do nieskonczonosci.

Wiemy juz, ze szereg harmoniczny jest rozbiezny, w jaki sposéb mozemy jednak
znalez¢é liczbe skladnikéw n, dla ktorych S, przekroczy zadana z géry liczbe?
Préba odpowiedzi na to pytanie poprzez zwyczajne dodawanie kolejnych
sktadnikéw naszego szeregu nie zaprowadzi nas daleko, nawet jesli wspomozemy
sie komputerem. Z pomoca przyjdzie nam, oczywiscie, matematyka, a konkretnie
calki. Zauwazmy bowiem, Ze dla dowolnego k = 2,3, ... oraz x € [k — 1, k) mamy

oczywista nieréwnosé = > 1, zachodzi wige réwniez
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W analogiczny sposéb, biorac jako punkt wyjscia nieréwnosé % % prawdziwa

dla kazdego x € (k,k+ 1], k=1,2,...,

k+11
/ —dx < S — 1,
2 :E

mozemy otrzymac
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Przypomnijmy, ze f dT“C =Inb—Ina.
a

Kazdy ciag ograniczony i monotoniczny
jest zbiezny.

Moéwimy, ze liczba rzeczywista jest
algebraiczna, jesli jest pierwiastkiem
pewnego wielomianu o catkowitych
wspoélczynnikach.

Inne ciekawe wlasnosci szeregu

harmonicznego:
n

1. Oznaczmy przez H,, := z % sumy
k=1
czeSciowe szeregu harmonicznego.
Nazywa si¢ je liczbami harmonicznymi.
Okazuje sig, ze wsréd tych liczb tylko
jedna, a mianowicie Hq, jest catkowita.
n

Co wigcej, rowniez sumy postaci E %

k=m
nie daja liczb calkowitych, z wyjatkiem
jednego przypadku: m =n = 1.

n2

co ostatecznie prowadzi do nastepujacego oszacowania sum czesSciowych Sy
szeregu harmonicznego:

(1) I1+Ink>S,>1+In(k+1)—1In2,
Co wiecej, mozna rowniez wykazaé, ze przy k — oo istnieje skoficzona granica
ciagu 7 := Sk — Ink. Wynika to z faktu, ze ciag (rg)ren jest $cisle malejacy,
o czym $wiadczy ponizszy rachunek

k> 2.

k41
rkfrkH:ln(kJrl)flnkf%H:/k %f%“>0,
oraz ograniczony, gdyz z (1) otrzymujemy
k+1
k
Oznaczajac jego granice przez v i ponownie wykorzystujac monotonicznosé
ciagu (rg)rey oraz (1), mozemy zapisaé

(2) v <Sy,—Ink <1,

Ostatnia nieréwnos¢ méwi nam, ze w praktyce Sy do$¢ dokladnie mozna
przyblizy¢ przez In k. Stala v pelni na tyle istotng role w matematyce, ze
otrzymala nawet swoja nazwe (nazywa sie ja stala Eulera badZ czasami stala
Eulera—Mascheroniego). W poréwnaniu z dwiema najstynniejszymi stalymi,
czyli e oraz 7, nadal niezbyt wiele o niej wiadomo (kwestig otwarta jest
chociazby to, czy  jest liczbg algebraiczna; nie wiadomo nawet, czy jest ona
liczba wymierna).

> 0.

1>85;,—Ink>1+In(k+1)—In2—Ink >1In

k> 2,

Korzystajac z (1), latwo oszacowaé sume kolejnych skladnikéw szeregu
harmonicznego. 1 tak, na przyklad, Sigp znajduje sie miedzy

14+In101 —In2~4,9a1+In100 = 5,6, zas S1p00000 miedzy 14,1 a 14,8.
Podobnie tatwo oszacowad, ile trzeba dodac kolejnych skladnikéw tego
szeregu, aby przekroczy¢ ustalong wartosé. Jak Czytelnik sadzi, kiedy

S przekroczy 100? Stanie sie to, gdy dodamy mniej wiecej e!%0 ~ 1043
pierwszych sktadnikéw szeregu harmonicznego. To naprawde ogromna liczba.
Nawet najszybszy polski superkomputer, Zeus, o mocy obliczeniowej rownej
mniej wiecej 234,3 - 10'® operacji zmiennoprzecinkowych wykonywanych

na sekunde, musialby obliczaé te sume (przy zalozeniu, ze dodanie

dwdch kolejnych skladnikéw to jedna operacja) bez przerwy przez. . .

okoto 10'® lat (wiek Wszech§wiata szacuje si¢ raptem na 1010 lat)!

Ta bardzo wolna rozbieznosé szeregu harmonicznego jest jedna z jego wielu
interesujacych wlasnosci.

Nasuwa sie naturalne pytanie: czy w klasie szeregéw o dodatnich wyrazach
an istnieja moze jeszcze wolniej rozbiezne szeregi? Nim odpowiemy na to
pytanie, musimy sprecyzowaé, co bedziemy rozumieli pod pojeciem wolniejszej

(oo} (o]
rozbieznosci. Niech zatem dane beda dwa szeregi rozbiezne > a,, >, A,
n=1 n=1

o0
o wyrazach dodatnich. Powiemy, ze szereg Y a, jest wolniej rozbiezny niz
o) n=1
szereg Y. A,, jezeli
n=1 . [e2%
lim — =0

n—oo n

ny
2. Réwnosé » . 4 =
k=m1
jedynie dla n1 = ng i m; = ma.

z %zachodzi
k=m2 (czyli od pewnego indeksu wyrazy pierwszego szeregu beda ,znaczaco” mniejsze
od wyrazéw drugiego). Okazuje sig, ze w rozwazanej przez nas klasie mozemy
3. Jezeli z Szerei‘;,hawo;‘?;“egoA . konstruowad szeregi tak wolno zmierzajace ku nieskonczonosci, jak tylko chcemy.
usunlemy wszystkie skKiadnikl zawlierajgce . 5 . . . . . o .
w mianowniku ustalona cyfre (kombinacje SWOIsta ,maszynka” do ich tworzenia jest bowiem nastepujace twierdzenie,
pochodzace od Abela i Diniego:

cyfr), to otrzymamy szereg zbiezny
(wynik Kempnera z 1914 roku).

[ee]

Twierdzenie 1. Jezeli szereq Y a, o wyrazach dodatnich jest rozbiezny, to

© ¢ n=1

n . ’ ... .. . . .

szereg Y. ——, gdzie A, = a1 + ...+ ay,, réwniez jest rozbieiny i to wolniej.

n=1 4in
Powyzsze twierdzenie orzeka w szczegdlnosci, ze nie istnieje szereg ,najwolniej”
rozbiezny.

6



|

|
1

L. .1

Rozwigzanie zadania M 1414.
Niech X bedzie punktem
przecigcia prostych AD i EF
oraz « = XCAD = XDAB,

B =XABE = XEBC,

v = XBCF = XFCA.

Z tréjkata ABC otrzymujemy

a+ B+ =3-180° =90°. Ponadto katy
BEF i BCF sa oparte na tym samym
tuku, a stad X BEF = ~, natomiast kat
XAIE jako kat zewnetrzny tréjkata

ABI ma miar¢ o + 5. W takim razie
XXIE+ XIEX = a+ 3+ v =90°, wiec
trojkat X E jest prostokatny.

Zapewne najbardziej znana rodzine coraz wolniej rozbieznych szeregdéw tworza
kZZQ klnk’ kZ:?) klnkIn(Ink)’ k:ZIG kElnkIn(Ink)In(ln(lnk))” "’

czyli, po przenumerowaniu sktadnikow, szeregi
o0

1
S0 L E e
0 1
(S2) ;;1 i+ 2)n(h + 2 m(n(k +2))’
0 1
(S3) ’; (k + 15) In(k + 15) In(In(k + 15)) In(In(In(k + 15)))’

Aby uwidocznié, jak wolno ich sumy czedciowe zbiegaja do nieskonczonosci,
wystarczy ponownie przeprowadzi¢ rozumowanie, ktére pozwolito nam uzyskaé
wzér (2) dla szeregu harmonicznego (zauwazmy, ze w kazdym z przypadkéw
funkcje pod znakiem szeregu sa $ciSle malejace). Otrzymamy wéwczas
nastepujace oszacowania sum czesciowych Sy pierwszych trzech szeregdéw tej
rodziny, prawdziwe dla k > 2:

e dla szeregu (S1)

In(k+1) 1
042816... < S —In = —— < =~ 0,72,
o dla szeregu (S2)
In(In(k + 2)) 1
2,29992... < S, —1 ~ 3,23,
’ SOk In(In 3) = 3In31n(In 3) ”
o dla szeregu (S3)
In(In(In(k + 15)))
,66941 . .. c—1
0,669 < Sk —In In(In(In 16))
1
~1,13.

= 16In161In(In16) In(In(In 16))

Co z nich wynika? Przede wszystkim to, ze pojecie wolnej rozbieznosci

jest bardzo wzgledne. Szereg harmoniczny, ktéry dazy do nieskonczonosci

w niesamowicie wolnym, wydawaloby sie, tempie, przy szeregach (S1)—(S3)
zdaje sie do niej pedzi¢ wrecz z zawrotna predkoscia. Przykladowo, wartosé 10
szereg (S1) przekroczy dopiero po dodaniu okoto 1,5 - 1032 poczatkowych
swoich wyrazéw, za$ szereg (S2) — po zsumowaniu az 10%710% poczatkowych
wyrazow. Dla poréwnania szereg harmoniczny potrzebuje na to zaledwie
12367 skladnikéw. Co ciekawe, to ,czlapanie” do nieskonczono$ci szeregow
(S1)—(S3), a takze pozostalych cztonkéw tej rodziny, jest tak wolne, ze gdy
tylko odpowiednio zmniejszymy ich sktadniki, czyli utworzymy nowa rodzine
szeregow postaci

> 1 > 1
; (k+ D)[In(k + 1))’ ; (k + 2)In(k + 2)[In(In(k + 2))]*’

- 1
l; (k+15) In(k + 15) In(In(k + 15))[In(In(In(k + 15)))]*" 7’

dla dowolnego v > 1, to w konicu zatrzymaja si¢ one w swym powolnym
marszu ku nieskonczonosci i stana sie zbiezne. Z jednej strony jest to na pewno
zaskakujacy rezultat, gdyz, na przyklad, szeregi

S T | X :
= (k+1)In(k+1) P (k + 1)[In(k + 1)]*,0000001

nie wydaja si¢ zbytnio rézni¢ na pierwszy rzut oka. Jednakze z drugiej strony,
jak juz wspomnielidémy, nasze intuicje w zderzeniu z pojeciem nieskonczonosci
czesto okazuja sie bledne. Jest to jednak zrozumiale, w konicu nawet sam Abel,
ktory byl genialnym matematykiem i jak niewielu rozumial ten ,boski alfabet”,
powiedzial przeciez, ze ,rozbiezne szeregi sa diabelskim wynalazkiem”.
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